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EINE NEUE CHARAKTERISIERUNG FINSLERSCHER RAUME 
SKALARER UND KONSTANTER KRUMMUNG 
UND PROJEKTIV-EBENE RAUME 


Von 
A. RAPCSAK (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. Varca) 


Einfiihrung 


Bekanntlich ist ein Riemannscher Raum dann und nur dann von kon- 
stanter Kriimmung, falls in ihm in einem beliebigen Punkt durch jede hin- 
durchgehende Richtung eine Ebene gelegt werden kann. 

Wollen wir spezielle Finslersche Raume auf eine dhnliche Weise 
charakterisieren, dann miissen wir vor allem eine Definition der Ebene an- 
geben. Fiir den Fall transversaler Flachen hat bereits WEGENER’ Ebenen 
definiert und gezeigt, dai in einem Finslerschen Raum in jedem Punkt in 
jeder Richtung eine Ebene gelegt werden kann, falls der Raum von ver- 
schwindender Kriimmung ist. 

{In der vorliegenden Arbeit definieren wir Ebenen als Flachen, welche 
als geometrischer Ort tangentialer Linienelemente betrachtet werden kénnen: 
Unter diesen Bedingungen gibt es dreierlei natiirliche Definitionen der Ebene. 
Die Ebenen erster Art sind die totalgeodatischen Flachen, diejenigen zweiter 
Art, oder O. Vargasche Ebenen, sind die totalquasigeodatischen Flachen, und 
diejenigen dritter Art sind Ebenen, auf welchen die Normalvektoren im Sinne 
der Metrik des Raumes parallel sind. 

Unsere Arbeit enthalt drei MHauptsatze. Hauptsatz | besagt, dai in 
einem Finslerschen Raum zu jedem Linienelement in jeder orthogonalen Rich- 
tung dann und nur dann eine Ebene erster Art gelegt werden kann, falls 
derselbe projektiv-ebener und von skalarer Kriimmung ist.” 

Nach dem Hauptsatz If kann in einem Finslerschen Raum dann und 
nur dann zu jedem Linienelement in jeder orthogonalen Richtung eine 
O. Vargasche Ebene gelegt werden, falls die folgenden Bedingungen erfiillt 
sind: 

1) Der Raum ist ein projektiv-ebener Finslerscher Raum skalarer Kriim- - 
mung ; 


1 Siehe M. Wecener [11], S. 122. 
2 Siehe L. Berwatp [1], S. 176. 
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2) Aapyjo= 0. 

Endlich ist nach dem Hauptsatz IJ] dafiir, dafi in einem Finslerschen 
Raum zu jedem Linienelement in jeder orthogonalen Richtung eine Ebene 
dritter Art gelegt werden kann, notwendig und hinreichend, dafi der Raum 
ein Riemannscher Raum konstanter Kriimmung ist. 

Samtliche in unserer Arbeit auftretende Grédfien werden als _ regular- 
analytisch vorausgesetzt. 


§ 1. Der Finslersche Raum skalarer Kriimmung 


Wie bekannt, ist ein Finslerscher Raum F, eine n-dimensionale Punkt- 
menge, fiir welche das ,Bogenelement“ durch die Funktion 


(int ieee ds = L(y, dy) 


gegeben wird. Die Funktion L ist in dy* positiv homogen ersten Grades, 
und fiihrt zu einem regularen Variationsproblem. 

CaRTAN® hat statt des n-dimensionalen Punktraumes einen (2n—1)- 
dimensionalen Linienelementenraum (y’,...,y",v',...,v") eingefiihrt, in 
welchem also jede Grdfe in einem Linienelement definiert ist. Der Maf- 
tensor ist durch 

Pd ee iets Be 
(1. 2) Lap), =a Bvtauk 
bestimmt. 

Die Lange eines Vektors §“(y,v) bzw. der Cosinus des Winkels 
zwischen zwei, in demselben Linienelement definierten Vektoren §“(y, v), 
n*(y, v) wird durch die Gleichungen 


ih ae e— + VEE, 
[= a 
(1. 4) cos (, n) = 71 _- 
Vege Ving af 
definiert. 


Fir das invariante Differential des Finslerschen Raumes haben wir® 
(1. 5a) DE" = d* + (Aj, wo + Fpydy")&?, 
(1. 5b) DE, = dé, — (Ato + Dendy" )Ep, 

8 Siehe E. Cartan [2]. 


4 Die griechischen Indizes laufen von 1 bis n, die lateinischen von 1 bis (n—1)! 
> Fiir das folgende siehe z.B. E. Cartan [2]. 
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mit . 
] o2L? 
1.6. apy. — epy 
( a) A By L C By L 4 a v® ab avy ? 
1 { dgep , 08s OLay a G @G° 
The 6b Le — ¥ —_— SS a 
( ) By 2 | ay’ 5 ay" a yb | Cees a 8 Corte ave , 
(1. 6c) Poy= 2 Pacy, 
(1. 6d) Dey = Dy — Apel ey, 
(1. 6e) | ec oe Ba ee AE ae Oe 
ie oe WE: | 
1. 6f ~=—|— ¢— — 
( ) G 4 ( ava ye ay” 
(1. 6g) oe DE aadit4 io dy". 
(Die Komposition mit /* wird bei dem entsprechenden Index durch 0 
bezeichnet.) : 


Wir werden uns des weiteren auch noch der folgenden Bezeichnungen 
bedienen : 


(1. 7) D&* = dE" + oS EY = Ef dy’ + E00", 
-~wobei 
(1. 8) w, = Aj, of +T,dy’, 
‘ gn. geo Gt a 

(1. 9a) cip= "pea a Tae ol ape. 
und 

a a&° a =O 
(1. 9b) 5:6 = L — at Aes 


-gesetzt wird. 
Die Kriimmungstensoren des Finslerschen Raumes sind: 


it. 10a) Rape = lapye + Aapx Ro yes 
(1. 10b) Papye = Apyeja — Aaye\p + Aan A pelo — Apyr Acco; 
(1 5 10c) Sapye => Apy Asx — ApexAap, 
WO a : i 
% ] é G" aG ” @ % e 
(1. 11) Ro ty ee , ee aan aveay’ ona | 


ist, und Fegye den von O. VARGA eingefiihrten Hauptkriimmungstensor bedeutet.* 


6 Siehe O. Varca [9]. 
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Die geodatischen Linien des, Finslerschen Raumes sind die autoparalle- 
len Kurven, d.h. die Liésungskurven des Differentialgleichungssystems 
erie) wo* = (0. 

O. VaRGA hat den Begriff der sog. quasigeodatischen Kurve eingefiihrt.’ 
Die quasigeodatischen Kurven eines Linienelementes (y,v) sind Kurven von 
folgender Beschaffenheit: Wird langs derselben der Vektor I“(y, v) = T° paral- 


(0) (0) ~— (0) 
lel verschoben, dann sind ihre Tangentenvektoren beziiglich des so erhaltenen 


Feldes /* parallel. 
Die quasigeodatischen Kurven sind also die gewissen Anfangsbedingun- 
gen geniigenden Lésungen des Differentialgleichungssystems 


ad? y* dy® dyv 

(1. 13a) a Sy ED a a", 
al a dy” 
(1. 13b) — Toy, Fe 7 


sie 
Durch diese Kurven wird eine geniigend eh Umgebung des Punktes y 


) 
einfach bedeckt. 
Diejenigen Finslerschen Raume, in welchen die geodatischen Linien 
unter Zugrundelegung eines ausgezeichneten Koordinatensystems durch (n—1) 
lineare Gleichungen beschrieben werden kénnen, werden wir projektiv-ebene 
Finslersche Raume nennen.” 
Ein She oe Raum ist projektiv-eben, falls die bee 


(1. 14) Gpyr— aT (Gino + Gy 1203 + Gore 03 el paren pd: vE ‘i = 0 
¥ 
und 
P - 1 ( oKs aKat a. 
A105) oie i ——i @] 
bestehen,'’ wobei wir 
@) G a a] G* @ 
(1. 16) cp eae Gp, 9 wt a oY = Gay, 
ret 1G ( G a € a 
Cd; 17) fey ha ies ere é +2G,,G —G Gs, 
(1. 18) Kees Ke 


gesetzt haben. 


* Siehe O. Varca [8]. 

‘ Im folgenden sei die Dimensionszah! des Raumes gréGer als 2 
® Siehe L. Berwatp [1], S. 164. 

10 Siehe J. Douctas [4], S. 157—158. 
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In einem projektiv-ebenen Finslerschen Raum F, kann ein Koordinaten- 
system eingefiihrt werden, fiir welches 


19) G*(y, ve) =P, ve)” 
gilt.” 


Zwischen den Verschiebungsparametern Gz, von L. BERWALD und 1% 
von E. CARTAN besteht folgender Zusammenhang:” 


Cl. 2) Gpy = Tes A pi . 
L. BERWALD hat die Finslerschen Raume, in welchen der Ausdruck 
a od fi 
(1. 21) Ri, v, 7(y; v)) = Ro 1) ae 


(Sea—lelr) 9" 
von der Wahl des Vektors 7*(y,v) (also R(y,v, 74) von der Ebenenstellung 
(v, 7)) unabhangig ist, Finslersche Raume skalarer Kriimmung genannt, da 
fiir diese R(y, v, 7) eine skalare Gr6fe darstellt.” 

Fiir die Finslerschen Raume skalarer Kriimmung sind folgende Glei- 
chungen charakteristisch: ™ 


OS Sy tae eR 
‘ae 22) Ro oe —— ae — R(y, v)(dg—L fF) 
oder 
Ky 


: 1 oe 
(1. 23) Ro'py = P= Rip (Oy) — 


is 
1 » 06 a Ned Of 
— =z Riv(Os—E lp) + R(Oylp— Opty), 


wobei 
(1. 24) Rye == L, 

r Lely eles a 
(25) Kpy => FAK ris — Kéily) 


‘gesetzt wurde. 

Ist der Skalar R eine Konstante, dann nennt L. BERWALD den Raum 
einen Finslerschen Raum konstanter Kriimmung. Fiir den Raum konstanter 
Kriimmung sind die Gleichungen 


(1. 26) Ro'py = R(dylg—Oply) 


11 Siehe L. Berwatp [1], S. 780. 

12 Siehe E. Cartan [2], Formel XV. 

13 Siehe L. Berwatp [1], S 773-774. 

14 Fiir das folgende siehe L. Berwatp [1], S. 772 u. f. 
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oder 
(1. 27) Kp'yc == R( py Or — £6 Oy) 
mit 
a fa fa] Kye 
Kg yr ave 


charakteristisch. Der Tensor Kg, hangt mit dem Tensor Ry, auf folgende 
Weise zusammen: 


1 € 
(1 . 28a) 2 (Kasyr + Kpayt) =n Aapy|0|x>— Aapr|oly a> Ap Roeyt ’ 


1 € e 
(1 . 28b) xo (Kasys — Kgeyr) ae Repyr =e Aayjo Acarjo — Aazjo Aspyjo : 


§ 2. Hyperflachen im Finslerschen Raum 


Wir betrachten in einem n-dimensionalen Finslerschen Raum eine durch 
die Parameterdarstellung 


(2. 1) yt =a y(X i ee) 
gegebene Hyperflache. Wir fassen die Hyperflache als geometrischen Ort der 
tangentialen Linienelemente, d.h. als die Linienelementenmannigfaltigkeit 


a  % 


(2. 2) Bek ack & op a ane ee 8B v == OW 
auf, wo 

ce a5 AE 
(2. 3) Qi = qx 


gesetzt wurde. 

Auf dieser Flache definieren wir eine, durch die Grédfen induzierte 
Projektionsgeometrie, sowie eine innere, Cartansche Geometrie.’ Diese beiden 
Flachengeometrien sind im allgemeinen voneinander verschieden." 

Die Hauptformeln der Projektionsgeometrie sind die folgenden (siehe 
O. VARGA [1]) (D bedeutet das invariante Differential des Raumes, v. den 
Normalvektor der Hyperflache): 


(2. 4a) Six = Lap Pi Pk, 
(2. 4b) Pi. Pa = Ox, 
(2: 4c) Pe Pp = Os —V" Vp, 
(2. 5) "= gif, 


'5 Siehe z.B. O. Varca [7], E. Davies [3], H. Homeu [5] und S. Kixucur [6]. 
16 Siehe O. Varga [7], S. 201. 
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Beene Pe 
(2. 6) Ga moe 
(2. 7) Ga =PelaZ', 
(2. 8) cf = ¥"¥4(goi+To'sg'), 
(2. 9) bri = (Gri + Aber oY + Teg ge) ye, 
(2. 10) Ari = Aby gh go} v,. 


b,; bzw. a,; bedeutet die zweite bzw. die dritte Grundform der Flache. Weitere 
Formeln sind noch: 


(2. 11) wo” = gi w' + bo" dx’, 
(2. 12a) Doi =n: 97 +e", 
(2. 12b) | Dv_a=—' 9, 

wo 


(2.13) i= As, pag! pro" + (Ginga t Aner pag! + Unga! pl )dx 
und 

(2. 14) €; = Dir AX” + Ai” 

gesetzt wurde. 

Bezeichnen wir die Tensoren der Flachenkriimmung durch Rijn, Pins 
und durch S;jnx, dann ergeben sich folgende verallgemeinerte Gaufische Glei- 
§ § § 

chungen : 
(2. 15a) Say Pi Pb Pr Pj — Sing + Ana} —Ajar— 0, 
(2.15b) Se yap? Gp” GF Dox + Pa yap pa PX GP; — Pig + Dina; —Aijb". =, 
(2.15¢) Re spi pag p; + Pa yop! Pape V° bo; — Pa ysGpi Pap) V box —Ri nj + 
+ bb; —b;;b;,=0. 
Als Verallgemeinerung der Mainardi—Codazzischen Gleichungen erhalten 
wir hingegen: 


(2. 16a) Says ¥* pp Gk Pj — (Gjx— Aki) + hea’; La’ = 0, 
(2. 16b) Sahyav” ppv” Ps Dox + Pays" GpPKP; + Ors; + 


+ 5m Pa ae p} =a, —A'm Po" rj =9, 
(2.16c) Peysr" page ” Boj — Pa oY" ppg ¥ ox + Reyer" pan Qj — Oj, + 
+ Diy; —O'm Tin + @'m Ro'ig = O. 
In (2. 16c) ist 
| Ty.” = Ay Ch 9s Pa —ApyC} Gi Pa 


einer der Torsionstensoren des Raumes. 
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Die Normalkriimmung der Hyperflache wird durch 
wy Dy 
(27:47) NN re Lynas rE la 


gegeben. Aus (2.11), (2.17), (2.9) und (1. 20) ergibt sich 


a@ ziaj a Z 
Ge 18) N= pp == gi il U+G pas Va. 


§ 3. Hyperebenen erster Art im Finslerschen Raum 


Es sei im Finslerschen Raum F, eine Hyperflache F,-; in der Para- 
meterdarstellung (2. 1), (2.2) gegeben. 


DEFINITION 1. Wir nennen eine Hyperfldche F,,-1 eine Hyperebene erster 
Art, falls im Sinne der Projektionsmetrik jede zu einem Linienelement der 
Fldche gehérige rdumliche geoddtische Linie zugleich eine Fldchengeodatische, 
und umgekehrt, jede Fldichengeodatische auch eine rdéumliche Geodatische ist. 


Damit ein F,,-1 eine Hyperebene erster Art sei, ist es nach (2. 11) not- 
wendig und hinreichend, dafi 


(3. 1) bo = 6,1 =0 
sein soll. 


SATZ 1. Auf einer Ebene erster Art gilt 


birl' = bir’ =0. 
BEwEIs. Es sei 
ax! 
mie — = 
(3. 2) aol. 
Aus (2.11), (3.2) und (3. 1) ergibt sich 
(3. 3) gil |" —2q% G' (x, 1) +2G"(y, I) =0. 


In (3.3) ist G' eine durch die innere Geometrie der Flache auf Grund 
von (1. 6f) bestimmte Gréfe, die mit der durch das Projektionsverfahren 
bestimmten Gréfe G' zusammenfallt.” Aus (3.3) folgt 
(3. 4) giuw w' —29% G'(x, w) + 2G*(y, v) =0. 

Falls wir jetzt (3.4) nach w* ableiten und sodann mit 1 komponieren, 
so ergibt sich 


(3. 5) Vo vi $0 + Pos gy’) = 0. 
Aus (2.8), (2.9) und (3.5) folgt unsere Behauptung. 
1 Siehe z.B. E. Davies [3], S. 23. 
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SATZ 2. In einer Hyperebene erster Art fallen die innere Geometrie und 
die Projektionsgeometrie zusammen. 


Der Beweis ergibt sich z. B. aus E. Davies [1], S. 24, Formel 27." 
Auf Grund von (3. 4) ist die Bedingung 


boo == 6) 
mit dem Differentialgleichungssystem 
(3. 6) Gis —G: Gis + Gry gy gi =0 


aquivalent, das sich auch (3.4) durch Ableitung nach w’ und w* ergibt. 
Die Integrabilitatsbedingungen von (3.6) sind: 


(3. 7a) ; Koy fi Gj Pe = Kin Gs, 
(3. 7b) K pyr! $} iVa =O, 
(3. 7c) Goyer ft $} Fi = Gings, 
(3. 7d) | Go Gt G) Fi Va = 0. 


Bei unseren weiteren Darlegungen verwerten wir das folgende 


Lemma. Voraussetzung: Es sei T;,...p, ein Tensor, der 

1) symmetrisch in den unteren Indizes ist, 

2) Tos,.:.2, = 9 

ist, und schlieflich 

3) falls n* ein beliebiger zu I* orthogonaler Vektor und t*...t* beliebige 


a) (k) 
(nicht notwendigerweise voneinander verschiedene) zu n* orthogonale Vektoren 
sind, die Relation . 


Tt ot 0 


(1) (k) 


a Behauptung: Es gilt die Darstellung 

(3. 8) T5,...6,= 98, Bry... +++° +48, Ba,...Ay. +E Api...B 
mit ; 

(3. 9) Boy... B,== 9; 

(3. 10) Aop,...8, = — Bp... By- 


18 Siehe z.B. S. Kikucur [6], S. 75. 
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Bewels.” Es sei /* =I", [*,...,/* ein orthogonales normiertes n-Bein, 
(1) (2) (n) 
dann kénnen wir den Tensor in der Form 


(1) (n) 


(3511) Tp,...8,= SB... Ane ebay Lon + ooh ORE “ne 


darstellen. 
Fiir 2=i=n folgt aus der n-Beindarstellung und der Voraussetzungen 
1) und * 


(i) (x) 


(3. 12) ve By = Th... Pla = le, Bo,.. Br +e Bae Det ae “+l, Bs Meee ase: 


Aus der Voraussetzung 2) folgt ferner, dab 
(i) 
(3. 13) Bo... 8, = 9. 


(1) : , 
Da fiir Sp,.:,, die Voraussetzung 3) nicht anwendbar ist, findet man, falls 
man wieder die pt pt des Tensors verwendet, 

(1) 


(ly : 
(3. 14) Sir be = T-Bird = by Bp, ene + ha, Bp,. By + Gay... By 


(®) 
Fall I. Falls etwa Sz... 
aus (3.12) wegen 


(3. 15) "ls = 05 


(9) (9) 


, mit 7=2 kein Nulltensor ist, dann kommt 


die Relation 
(1) () 


(*) (*) (1) 
a 14 we4 a 
78, ... By = 98, Bay... + °° * + 98, Bey... By, ch (Sa... bs, Bay... Bj bb Becca lt 


(3. 16) hey ie af) (i) (i) 
a —_ ‘ ESs, ++ Br “ahi Bay... Sapnhalen ae fp, Bs, sire B,.-]- 


Fall 2. Gibt es kein solches i, dann folgt aus (3. 14) 


(1) 


T 8, ... By = Op, Bay...B, + °° +98 Be Pratl 8) esd Pog 


y (1) (1) 
a Ec [Sp By — !s, Bi cth. 15, Ba Beal: 


i*=2 (i) (Waa) 


(3. 17) 


Es sei nun n” ein Einheitsvektor, der eine Linearkombination der Vektoren 


[* ist, die je nachdem, ob der Fall 1 oder Fall 2 vorliegt; in der Gleichung 
cw”) 
(3. 16) bzw. (3.17) vorkommen. 


18 Dieses Lemma habe ich durch ein ziemlich kompliziertes Verfahren bewiesen. 
Den nachfolgenden einfacheren Beweis verdanke ich Prof. O. Varaa. 
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Es ist also 
(3. 18) ne Scrl’.. 
(i) 
Die Vektoren ie Sens i seien (n—1) zueinander orthogonale Einheitsvektoren 
(n-1) 
des Normalraumes von n*. Unter den ¢* (s=1,...,n—1) gibt es bestimmt 
(s) 
k derartige ft“, ..., t“, so daB die Uberschiebung derselben mit den Tensoren, 


(4) (ix) 
die in der eckigen Klammer von (3.16) bzw. (3. 17) vorkommen, nicht lauter 
Nullen ergeben. Entgegengesetzten Falles wiirden diese Tensoren selbst Null- 
tensoren sein, womit der Beweis des Lemmas schon erbracht ware. Wir bilden 


nun aus den Vektoren ¢*,..., t* & Linearkombinationen: 
(1) n-l) 
(3.19) Leyte a aes 
(s,) (sx) 
Die Schar 
8 By. 
(3. 20) Tp, STR ake vet n 


mufi zufolge Voraussetzung 3) verschwinden. Andererseits verschwindet auf 
der rechten Seite von (3. 16) bzw. (3.17) alles bis auf den Ausdruck 


(ing) 
(3. 21) Ci" Bg... 95, Pis, -** Dis, - 


G’’) a 
In (3. 21) ist 6.,..5, die Schar, die man durch Uberschiebung desjenigen 


Tensors mit ¢...¢° erhalt, der als Faktor von /* auftritt. Zufolge der oben ge- 
(s1) (s,) @’) : 


machten Bemerkung verschwinden aber nicht sdmtliche ie Nun ist es 
offensichtlich, daB man durch entsprechende Wahl der p,,,..., ps, stets errei- 
chen kann, daf der Ausdruck (3.21) der ja in diesen Grdfen eine multi- 
lineare Form ist, verschwindet. Da dies ein Widerspruch mit Voraussetzung 
3) ist, miissen sdmtliche Tensoren, die in der eckigen Klammer von (3. 16) 
bzw. (3.17) auftreten, verschwinden. Damit ist der Beweis des Lemmas 
erbracht. 

Ist Tgp, in den unteren Indizes schiefsymmetrisch, und sind die Bedin- 


gungen 1), 2), 3) giiltig, so ist 
(3. 22) T3,,—= 08, Bp, — 93,Ba, + Ag,a,l’ . 


BeweEIs. Ist “1, /*,...,/* ein orthonormiertes n-Bein, dann wird 
(1) (2) (n) 5 


(1) (n) - 
(3, 23) 73.6, = Vol eat Vous! 
) n 

bestehen. 
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Fiir 2=i=n folgt aus der n-Beindarstellung und der Voraussetzung 
1), 2) und 3) 


(1) a) “ (i) 
(3. 24) T p,p.= 9p,Bp,— 93,Ba, + ‘ Ve.B. we [ Yao. lp Bp, 'p,Be. 
) vv") t u 
Das iibrige, wie vorher. 


HauptTsatz I. Damit in einem Finslerschen Raum F,, zu jedem Linien- 
element in jeder Richtung (d.h. zu einer gegebenen Va(y,v) als Normale, wo 
(0) (0) 


Val“ =O ist) eine Hyperebene erster Art gelegt werden kann, ist es notwendig 
und hinreichend, dap der Raum F,, ein projektiv-ebener Finslerscher Raum 
skalarer Kriimmung ist. 


BEwEIS. Komponieren wir die Integrabilitaétsbedingungen (3. 7b) mit a 
so ergibt sich wegen (1. 28a) und (1. 28b) 


(G3; 25) Roy P} Pi Vea = O. 

Da nach unseren Voraussetzungen (3.25) fiir jedes auf /* orthogonale 
Yq erfiillt ist, so folgt aus Lemma 
(3. 26) Row= Ayr “+ B, O;=—B. fi 


Aus (3. 26), und aus einem Satz von O. VARGA” ergibt sich nun, dai der 
Raum von skalarer Kriimmung ist. 

Andererseits folgt aus den Integrabilitétsbedingungen (3. 7d) und aus 
unserem Lemma 


(3. 27) SE Gi Paycl Apr Ace Ano 
Offenbar sind die in (3.27) auftretenden Tensoren in ¢* homogene Tensoren ~ 
(—1)-ten Grades. 


Aus (3. 27) erhalten wir (nach Verjiingung von G%,,.) unter Heranziehung 
der Darstellung von Ps, 


(3. 28) Gpya — (n -+ 1) Apy- 
Leiten wir (3. 28) nach +* ab, so erhalten wir 
1 Ge a de sy def. 
(3.20) SE SS Gi = Ghee = (n+ 1) 280 SE (+ 1) Ap 


ov" 


Indem wir jetzt auch (3.27) nach + ableiten, und danach eine Verjiingung 
nach den Indizes « und v vornehmen, erhalten wir auf Grund der Homogeni- 
tatseigenschaften 


o ] ] 
(3. 30) Giver = — Poet (M1) Prye + BApye. 


20 Siehe O. Varca [10], S. 153. 
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Aus (3. 29) und (3. 30) folgt 


1 
(3. 4) pi Pig = wed n + Aa: Giges 
Aus (3. 27), (3. 28) und a 31) folgt 
(3. 32) Give = wat (Gide + Gye 0p + Gee Oy :) ee ay Gey eV. 


Da (1. 15) in ae Hee skalarer Kriimmung giiltig - folgt aus (3. 26) 
und (3. 32), dai der Raum F,, ein projektiv-ebener Finslerscher Raum ist. 
Unsere Bedingung ist also notwendig. 
Umgekehrt sei jetzt ein projektiv-ebener Finslerscher Raum gegeben. 


Wir betrachten in diesem Raum ein beliebiges Linienelement (y,~) und darin 
(0) (0) 


einen auf /“ orthogonalen Einheitsvektor 7.(y,7)—=7va. Wir fiihren jetzt ein 
(0) (0) (0) (0) 


ausgezeichnetes Koordinatensystem ein, in welchem also (1. 19) giiltig ist. Aus 
dem Transformationsgesetz fiir G“(y, 7) folgt die Invarianz gegeniiber linearen 
Transformationen von (1. 19). 

Wir erganzen jetzt den Vektor 7. zu einem ortogonalen n-Bein, indem 


(0) 
wir (2—1) orthogonale .Vektoren hinzunehmen. Es seien dies die Vektoren 


g; . Demnach gelten die Gleichungen 
(0) 


(3.33) Vay; =0 
(0) (0) 

und 

(3. 34) det | gi e |=E0. 
(0) (0 


Wir nehmen jetzt die auf Grund von (3.34) zulassige lineare Koordi- 
natentransformation 


(3. 35) y" aig pry ty 


(0) (0) 
vor. Aus (3. 35) folgt, dafi die neuen Koordinaten des Linienelementes (y, v) 
(0) (0) 


und die neuen Komponenten des Vektors 7 die folgenden sind: 
(0) 


& k k — 
gre 5 Vv ===) a: v == (); 
(0) (0) (O) (O) 
(3 36) Vi: = 0; Vy, —al ype = ] 
(0) (0) (0) ©) , 
Gri) * yu 1% Vy" Vy == 1, 


(O) (0) (0) (0) 


21 Siehe L. Berwatp [Il], S. 776. 
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In diesem Koordinatensystem ist die Hyperflache 
(S37) y" =0 
eine Hyperebene erster Art, welche im gegebenen Linienelement den Normal- 


vektor 7, hat. 
(0) 


Wegen (3. 36) beriihrt das gegebene Linienelement die Hyperflache 

(3. 37), und vq ist der Normalvektor der Hyperflache in diesem Linienelement. 
(0) 

Andererseits ist (1.19) gegeniiber der Koordinatentransformation (3. 35) 
invariant, so daf der Hyperflache (3. 37) entlang 
(3. 38) G(T vans rt ee ee 
ist. 

Wie man sofort einsieht, ist die Normalkriimmung von (3. 37) 

_ E Divsiled 

(3. 39) bo = N= 7 VaG. 


Da fiir die Normalvektoren der Hyperflache (3.37) nur die n-te ko- 
variante Komponente von O verschieden ist, folgt aus (3. 39) und (3. 38) 


‘Boo == 0, 


d.h. die Hyperflache ist eine Hyperebene erster Art.. Die Bedingung ist also 
auch hinreichend. 


§ 4. Hyperebenen zweiter Art oder O. Vargasche Hyperebenen; 
Hyperebenen dritter Art 


DEFINITION 2. Eine Hyperfldche (2. 1), (2.2) wird eine Hyperebene zweiter 
Art oder O. Vargasche Hyperebene genannt, falls jede rdéumliche Quasi- 
geoditische, deren Anfangslinienelement und Anfangstangente auf der Hyper- 
fldche liegen, zugleich Flachenquasigeodétische ist, und umgekehrt, jede Fldchen- 
quasigeodatische auch rdéumliche Quasigeodétische ist (im Sinne der Pro- 
Jektionsmetrik). 


SATZ 3. Damit eine Hyperfliche F,,.; eine O. Vargasche Hyperebene sei, 
ist die Bedingung 
(4. 1) bi; =0 
notwendig und hinreichend. 

Bewels. Es sei das invariante Differential der Projektionsmetrik der 
Flache. Ist & ein Flachenvektor, dann gilt offenbar 
(4. 2) 5 = 9,DE", 
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wo 
und aoe he 
(4. 3) E* V¥.=0 
ist. 


Aus (4. 2), (4.3) und (2. 4c) ergibt sich 
(4. 4) gi FE = DE + yD yg. 


Ist F,-1 eine O. Vargasche Hyperebene, dann folgt wegen (1. 13a) und 
(1. 13b) aus dem Differentialgleichungssystem 


(4. 5a) w=), Det 
das System 
(4. 5b) w' =0, FE =0 


und umgekehrt. Somit folgt aber aus (4. 5a), (4. 5b), (4.4), (2. 12b) und 
(2. 14) die Gleichung (4. 1), w. z. b. w. 

Die Integrabilitatsbedingungen von (4.1) haben auf Grund von (2.8), 
(2.9), (2. 12a) und (2. 12b) folgende Gestalt: 


(4. 6a) Reyes Pi Gs = Gi Rix 5 
(4. 6b) FeyePs Pi Pr Va =O, 
(4. 6c) TB vyiieGs PE Pr = Gi Ly wIr > 
(4. 6d) TprylleG5 Pk PrVa = 0. 


HauPtTsatTz Il. /n einem Finslerschen Raum F,, kann dann und nur dann 
zu jeder beliebigen Richtung, die stets durch einen zu einem Linienelement 
orthogonalen Vektor bestimmt ist, eine O. Vargasche Hyperebene gelegt werden, 
falls folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1) F,, ist projektiv-eben, 

2) Aapyjo = 9. 

BEweEls. Setzen wir nun voraus, daf man zu jeder beliebigen Richtung, 
die durch einen zu einem Linienelement orthogonalen Vektor bestimmt ist, 
eine O. Vargasche Hyperebene legen kann. Aus (4. 6d) und (1.20) folgt 
(4. 7) ; Vp yiePePel Vp = Agco Pk Pr Va —— 0, 
und zwar muf diese Gleichung fiir jeden, auf /* orthogonalen 7, giiltig sein. 

Aus dem im § 3-bewiesenen Lemma, sowie aus (4.7) folgt nun 
(4. 8) | Aosyyjo = Pap ly + Ba8ey + Be Say = 

= Ppyla + BeLay + By Sap = Paylp + BaSpy + BySap - 
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In (4. 8) ist 
(4.9) Pap = — Balg— Bala. 

Aus (4.8) und (4.9) folgert man miihelos, da8 fiir einen beliebigen ve 
Cmityrgl =O, 7aV_ eal) 


(4. 10) Bav* Vp = Ba 
gilt. (4.10) kann aber nur bestehen, falls 
(4. 11) Ba=0 
ist. Aus (4. 8) und (4.11) ergibt sich 
(4. 12) Aapy0 = 9. 
Aus dem Hauptsatz I und aus (4.12) folgt die Notwendigkeit der Be- 
dingung. 


Sei jetzt, umgekehrt, F,, projektiv-eben, und es gelte (4. 12). 
Wir konstruieren zu einem gegebenen Linienelement (jy, 7) und zu einem 
(0) ©) 


darin gegebenen orthogonalen Vektor ve(y,v) auf die im Hauptsatz | ange- 


(0) (0) 


gebenen Weise eine Hyperflache 
(4. 13) y" —(. 


Unter diesen Bedingungen ist (4.13) eine O. Vargasche Hyperebene. 
Aus (2.8), (2.9), (1. 19), (1.20), sowie aus dem Hauptsatz I ergibt 
sich (da auf der Hyperflache (4.13) auf Grund des Hauptsatzes | bo; = 0 ist) 


(4. 14) Dir = p°y 5; 0} Va = Gy Oi Of Va = 0. 
(4. 14) besagt, dafi die Bedingung hinreichend ist. 


SATZ 4. Ist in einem projektiv-ebenen Finslerschen Raum Aapyjo =O, dann 
folgt aus der Giiltigkeit von 
b, j= 0 
auf einer Hyperfliche, dap diese eine O. Vargasche Hyperebene ist. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus den Hauptsatzen I und II. 


SATZ 5. Hat ein projektiv-ebener Finslerscher Raum konstante, aber von 
Null verschiedene Kriimmung, und gilt in diesem Raum Agzyjo—=0, dann ist 
es ein Riemannscher Raum konstanter Kriimmung. 


BewEIs. In einem Finslerschen Raum konstanter, von Null verschiedener 
Kriimmung gilt nach (1. 27), (1. 28a) und (1. 28b) 


(4. 15) Aapy|oj0 ——- —RAcpy 


und unsere Behauptung folgt unmittelbar. 
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DEFINITION 3. Wir nennen eine Hyperfldche (2. 1), (2.2) eine Hyper- 
ebene dritter Art, falls die Normalvektoren dieser Fliéche parallel sind. 


Auf Grund von (2.12b) und (2. 14) ist eine Hyperflache dann und nur 
dann eine Hyperebene dritter Art, falls die Bedingungen 
(4. 16a) bir = 0, 
(4. 16b) Oy =0 
erfiillt sind. 

Die Integrationsbedingungen von (4. 16a) und (4. 16b) erhalten wir aus 
(2. 15a)—(2. 15c) und aus (2.16a)—(2. 16c), indem wir in diese Gleichungen 
(4. 16a) und (4. 16b) einsetzen. 


HaupTsatTz III.” Damit in einem Finslerschen Raum zu jedem  Linien- 
element in jeder orthogonalen Richtung eine Hyperebene dritter Art gelegt 
werden kann, ist es notwendig und hinreichend, dag der Raum ein Riemann- 
scher Raum konstanter Kriimmung ist. 


BewEls. Aus (4. 16b) und (2. 10) folgt fiir jeden, auf /* orthogonalen va 


(4. 17) Apy GP! G2 Va = 0. 
Aus (4.17) ergibt sich nun — ebenso wie beim Hauptsatz II fiir Ag’ — 
(4. 18) Agy =O. 


Aus (4.18) und aus bekannten Satzen iiber Riemannsche Raume folgt nun 
der Hauptsatz III. 


(Eingegangen am 10. Mai 1956.) 
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BEITRAGE ZUR THEORIE DER GEOMETRISCHEN ‘OBJEKICE: 
III—IV 


Ill. SPEZIELLE GEOMETRISCHE OBJEKTE MIT NICHT WENIGER 
KOMPONENTEN ALS PARAMETERN 


IV. DIFFERENTIELLE GEOMETRISCHE OBJEKTE ERSTER, ZWEITER 
UND DRITTER KLASSE VON BELIEBIGER KOMPONENTENZAHL 
IM EINDIMENSIONALEN RAUM 


Von 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


§ 1. Einleitung 


In [2] wurde eine vollkommene Bestimmung aller differentiellen geomet- 
rischen Objekte mit einer Komponente im eindimensionalen Raum ohne 
Derivierbarkeitsvoraussetzungen gegeben. (Beziiglich der Terminologie s. § 2.) 
In der vorliegenden Arbeit beschaftigen wir uns mit geometrischen Objekten 
von mehreren Komponenten. Wdahrend, wie dies in der Einleitung von [2] 
ausfiihrlich berichtet wurde, die Transformationsformeln der eindimensionalen 
differentiellen geometrischen Objekte mit einer Komponente schon bekannt 
waren, und in [2] dies nur unter schwacheren (Stetigkeits-) Bedingungen 
wieder erledigt wurde, sind bisher auch unter Linearitats- bzw. Analytizitats- 
bedingungen nur Objekte von héchstens zwei Komponenten vollstaéndig be- 
stimmt worden ([4], [5], [6], [9], [10]; vgl. Nachtrag), abgesehen von einem 
allgemeinen Satz von Ju. E. PENsow [9], der behauptet, dafi die eindimensio- 
nalen differentiellen geometrischen Objekte von n Komponenten héchstens die 
Klassenzahl 2n+1 haben kénnen, und von einem Resultat anderer Natur 
beziiglich der sogenannten einfachen geometrischen Objekte, das W. W. WAG- 
NER in [12] bewiesen hat. 

So werden hier die Transformationsgesetze gewisser allgemeiner Typen 
von geometrischen Objekten mit beliebig vielen Komponenten in den §§ 3, 4, 
insbesondere die vollstandige Klassifikation der eindimensionalen differenti- 
ellen geometrischen Objekte erster, zweiter und dritter Klasse im § 4 zum 
erstenmal bestimmt. Dagegen sind die Bedingungen, die wir hier voraus- 
setzen, weniger natiirlich als in [2], wenn auch nicht allzu sehr einschrankend 
(besonders in der schwdcheren Form, wie sie im Satz 4 vorausgesetzt wer- 
den). Die Bedingungen sind denen in den Arbeiten [1], [3] ahnlich, da sich 


2Q* 
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der hier gegebene Gedankengang auf einen Satz aus [3] stiitzt (s. hier im § 3). 
Einfalle beziiglich der Anwendung dieses Satzes und beziiglich Einzelheiten 
des Nachtrages verdankt der Verfasser Herrn M. Hosszv. 


§ 2. Grundbegriffe und Bezeichnungen 


Fiir die allgemeine Literatur der Theorie der geometrischen Objekte (da 
nur solche vorkommen werden, nennen wir sie von nun an der Kiirze hal- 
ber nur ,Objekte“) verweisen wir den Leser auf [8] und auf das Literatur- 
verzeichnis von [2]. Was die Objekte mit « Komponenten im ¢-dimensionalen 
Raume betrifft, werden wir ihre Komponenten in das Vektorsymbol 


XT ( Xo | iF A ‘ oe ‘ X(u-v+1) 
, ~ 2€ 
XII Xo d XII Xo X(u-v+2) 
x = . —— XxX Xo ) Xo — : , = : —< . 
Xiu) bs X(u-v) Sp =e X(w) 
y 


zusammenfassen. Zwei Objekte x, z nennen wir dquivalent, falls es eine um- 
kehrbar eindeutige Vektorfunktion g gibt derart, daf 


Z = (x) 
in jedem Koordinatensystem gilt [8]. 

Nach Definition wird bei einer Transformation der Koordinaten 7)’ = (&') 
(jem G2. ara ar iae 0, AoC, 
Menge von Indizes steht hier und im folgenden fiir alle solche) das Objekt 
durch eine Formel 


ein Index oder ein Paar oder eine 


y= f[x, (¢/@)}] 
transformiert, wo f eine Funktionale der Koordinatentransformation 7/ = @/(&') 
ist. Kann diese Abhangigkeit durch eine Abhangigkeit von endlich vielen, 
mit dieser Koordinatentransformation zusammenhaingenden Parametern 
(U,, Uz,..., U.) =U angegeben werden, so sprechen wir von speziellen. Ob- 
jekten, die Transformationsgesetze der Gestalt 


y = f(x, U) 
haben, wo f eine Funktion der u+-v Veranderlichen x, U ist. 
Da die Funktion f selbst bei jeder Koordinatentransformation dieselbe 
bleibt, hat die Durchfiihrung der Transformationen 7/— @(&), CF = (7 
nacheinander dieselbe Wirkung, wie die vereinte Transformation ¢* = w'[@/(&)}: 


(1) f[f(x, U), V] — f(x, W) = f(x, Uo V), 


bod 
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wo W=UoV eine Zusammensetzung (Multiplikation) der Punkte U, V des 
Parameterraumes ist, die aber nur fiir gewisse Paare definiert sein muf, 
ndmlich fiir solche, die zu zwei nacheinander durchfiihrbaren Transformatio- 
nen gehdren. Diese bilden ein Gruppoid (vgl. [8]), das aber in den wichtig- 
sten Spezialfallen zu einer Gruppe wird. (Von den Gruppeneigenschaften 
werden wir tibrigens in dieser Arbeit nur die Assoziativitat ausniitzen.) 

So sind z. B. die Objekte w-tfer Klasse jene, in denen die Parameter 
die alten und neuen Koordinaten, sowie die Derivierten h6chstens w-ter 
Ordnung der neuen Koordinaten beziiglich den alten sind: 


y= f(x, {F}, {n’}, or Ua vt Arr. mae (| Ai| = 0), 


f[f (x, {E}, {7)" _ {Ax} by {Aimnts +s (Ary. ee ‘o het By}, {Birk .-+ {3 o.... ewtl= 

(2) ix ends} WES {Ci}, ..-, {CR,... R,})> 

[Area hae Cle Ge ee eg | 
OS ao eds 2 2 | a Fie Le haute! 08 Pe 

Hier kann 


U=({E}, {177} {Ath 22 {Aros WV (C0 0}, (Bab «os (Bo eu) 
nur dann multipliziert werden, falls {r/}== {7} ist. Dagegen lassen sich 
U=({Ar}, {Abn}, {An...r,4), W=({Br}, {Bar}, -.-, {Bo,...¢,,}) immer multiplizie- 
ren und sie biden eine Gruppe bei den rein differentiellen (kurz: differenti- 
ellen) Objekten w-ter Klasse, d. h. bei denen, in deren Transformationsgesetz 
die Koordinaten {&}, {7)/} selbst nicht Se nur die Derivierten: 


¥ =1(K, {Ai}, {Aun}, -.-) {Arran rah) (|Ai| == 0), 
Afra Age cede et) LBL (BE), . Dee a ae 
= fix as Ope Car ck }): 
Hier ist z. B. 


Fy t ; , 
(3) ChL= BiAg= >| BhAz, Ciw= Bi AuwAn + Bi Aw usw. 
A=l 


nach der Derivationsformel zusammengesetzter Funktionen. Wie tiblich ist 
auch hier tiber den in einem Produkt zweimal vorkommenden Indizes zu 
summieren. | 

In dem Fall der eindimensionalen Objekte, mit denen wir uns im § 4 
beschaftigen werden, verwenden wir die Bezeichnungen 
d®y 


(44an —« 
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und ebenso 
art ha § 
aa a 
so dafi bei rein differentiellen Objekten v-ter Klasse im eindimensionalen Raum 
Y= f(x) ¢.7 (a, +0), 


Bi 


(4) f[f GK; Ci; @a3's. <,, Eo); 4B Pos 2 ho] TAR Paes ee 
gilt. Hier ist 
(5) %1=B6iG1, Yo=Peit pie, y3—hei+he,+3h.a, a, usw. 
Manchmal werden wir direkte Summen und Produkte von Vektoren 
Xi > Vi AIT x1 Wi 
(6) Feit a fi 4: ite Xi eG Mere a yu 
X%w Yoo Xo F Vow XW Veo 


schreiben. 
§ 3. Spezielle geometrische Objekte mit nicht weniger 
Komponenten als Parametern 


Wir brauchen den folgenden 


HILFSSATZ. Gibt es fiir ein fixes A=(Q,,Q2,...,Q,) und fiir jedes 


Rat 
(>| Saoaeteal ts 
re XI WAG Gtee a 
ie jel a be 
xo Ese 


einer u-dimensionalen Punktmenge II (u =v) ein und nur ein 


G y=(")—[=s@1 wed) 
derart, daf 

(8) ny) —1—4]|%), ¥] =x 

sei, so ist die allgemeine Lisung der Funktionalgleichung 

(1) f[f(x, U), V] = f(x, Uo V) 


(wo x die Menge IT und U,V eine Halbgruppe ¥ cII des Parameterraumes 
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durchlduft) der Gestalt 


° 1a 62 


(wo g(x) —(2) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit der inversen 


Funktion h ist). — Im Fall u=v fehlt gy, y. aus (9), (7), (8) usw. — 
Dies ist also unter den gemachten Voraussetzungen das Transformations- 
gesetz der v-parametrigen speziellen Objekte von u Komponenten (u = v), falls 
der Parameterraum unter der aus der Zusammensetzung der Koordinatentrans- 
formationen entspringenden Multiplikation eine (Halb-) Gruppe bildet. 


Hier wurde der v-dimensionale Parameterraum im u-dimensionalen 
Komponenten-Raum eingebettet. 

Dies ist eine unwesentlich geanderte Gestalt des Satzes 1 von [3] und 
kann durch Einsetzen von 


rs 


x—(%), USVYes 


in (1) mit Riicksicht auf (7)—(8), bzw. von (9) in (1) mit Riicksicht auf die 
Assoziativitat von Uo V leicht bewiesen werden. 
Hieraus entspringen u.a. folgende Korollarien: 


1. Gibt es fiir fixe {Ay} (k,1=1, 2,...,¢; |Ai| + 0) und ftir jedes x 
0 


einer u-dimensionalen Punktmenge (u = t’) ein und nur ein 


lee (| ¥/| ++ 0) 


derart, dap 


“sei, so ist die allgemeine Lésung von 
(10) f[f(x, {A’}), {Bi}] = (x, {Br Ax}) 
der Gestalt 


ta (4) = 0 oo) 
(x) 


wo g(x)= ( (Gi(x) | eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit |G) (x)| += 0 


und h ihre Inverse ist. 
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Unter diesen Voraussetzungen ist also dies das Transformationsgesetz 
der rein differentiellen Objekte erster Klasse mit u Komponenten im t-dimen- 
sionalen Raum. 


2. Gibt es fiir fixe {An}, {Aj-} ({An| + 0) und fiir jedes x einer u-dimen- 
0 O 0 


fT) tees t Vane 
sionalen Punktmenge [u = fe+("t =| ein und nur ein 


Yo 
y= We ()Ye==0) 
{Yiu} 
derart, dap 
Yo | 
SAP : : 
al} 1, va, cm | =x 
{Ae} | 


sei, so ist die allgemeine Lésung von 
(11) f[F(x, {7}, {Am}, {Bu}, {Bar}] = f(x, (BrAn}, {Bax AQAR+ Be Agn}) 
der Gestalt 

$o(X) 

{At G;,(x)} 

\{ Ait: Gz(x) G(x) + Ap Gi-(X)} 


f(x, {Ai}, {An})) =h 


, 


10,9) 
{Gin(x)} 
| {Gor (X)} 
|Gi(x)|==_0 und h ihre Inverse ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist also dies das Transformationsgesetz 
der rein differentiellen Objekte zweiter Klasse mit u Komponenten im t-dimen- 
sionalen Raum. 

((10), (11) folgen aus (2), (3).) 

Offenbar kénnen unter dhnlichen Bedingungen die rein differentiellen 
Objekte w-ter Klasse im f-dimensionalen Raum ebenso erledigt werden, falls 


sie U att Ales ap ae +("F aes ] tf ees Komponenten haben. 


wo g(X)= eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion mit 


2 
Dab auch die nicht rein differentiellen Objekte, d. h. solche spezielle 
Objekte, bei denen die durch die Zusammensetzung der Koordinatentransfor- 
mationen generierte Multiplikation nicht immer zwischen zwei Punkten des 
Parameterraumes durchfiirbar sind, — mit unseren Methoden gleichfalls be- 
handelt werden kénnen, zeigen wir durch den Beweis der folgenden Aussage : 
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3. Gibt es fiir fixe {a*} (k=1,...,t), A=(qQ,,...,@,) und fiir jedes x 
einer u-dimensionalen Punktmenge uerto—¢(**™)] und fiir alle {n/\ 
| w 


der t-dimensionalen Projektion dieser Punktmenge ein und nur ein 


t, 
Us fin) | t- e649 
derart, dap 
t, 
aa) 


A 


tes 
{tT}, i T= 


(12) [h(t, {7)/ 1-1] [e], 


sei, so ist die allgemeine Liésung von 
(13) FF (x, {5%}, {777}, U), {717}, (o"}, VI = Fx (Ei, (o4}, Uo V) 
der Gestalt 


“ee g(x, {E'}) 
(14) (x, {5}, {u4}, U) = hl | (o*(x, E))) |, (o} 
G(x, {&'}) 0 fale 
Zo 


{g"*}} eine Vektor-Vektorfunktion mit den Parametern 
G 
{&'} ist, deren eindeutige Inverse beziiglich x mit x—h(y, {&'}) bezeichnet 
wurde. 

Dies ist also unter den obigen Bedingungen das Transformationsgesetz 


der nicht rein differentiellen Objekte w-ter Klasse im t-dimensionalen Raum 


t+w 
w 


wo y= (x, {&'})= 


mit u= | Komponenten. 


Hier wurde (13) aus (2) durch die Bezeichnungen U=({Ax}, ..., ‘Ae 
V=({B:t,..., {B%,...o,.}) gewonnen. Diese lassen sich bereits immer multipli- 


zieren (|Ai.|=E0, | Bx|=£0). Es ist bemerkenswert, dai hier nicht u si a +t, 
sondern nur u= le vorausgesetzt wurde. 


BeweEls. Die Assoziativitat von U o V sichert, dafi (14) die Gleichung (13) 
tatsachlich erfiillt. Umgekehrt folgt durch Einsetzen von 


in (13) wegen (12) das Bestehen von (14) sofort, w. z. b. w. 
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Diesbeziiglich vgl. iibrigens die Arbeiten [8], [11], wo die Zuriickftihr- 
barkeit der nicht rein differentiellen Objekte auf rein differentielle bewiesen 
wurde. Da diese Werke z. T. schwer zuganglich sind, wiederholen wir kurz 
mit unseren Bezeichnungen diese Betrachtung: 

Wir schreiben: 

h(z, {7'})= =a f(z, {a"}, {n’}, {dx}, {O}, SO) {O}), 
y= B(x, (8}) 0 (8), (e'}, (0, (0), ---, (0) 
Pel (1 fir k=l, 
© (0 fir ka=1; 
Zz =f (y; {Ax}, {Aun} -2 5 tA are tyne ye (Aly, [Ao ajaes Aree 
Das letztere ist eben die Trans oennlaneonne! eines rein differentiellen 
Objektes. Durch wiederholtes Anwenden von (2) wird 
f(x, {é My {7} S» {Aj.} fy insh sey {Aes }) = 
ad h(f[g (x, {E'}), {Ax}, {A i] conte <2 815 fAR ctl {n’}). 
Dies erfiillt auch (2), so dafi damit die nicht rein differentiellen geometri- 
schen Objekte auf rein differentielle zuriickgefiihrt wurden. Da namlich bei 
Voraussetzung von 


{at} konstant], 


f(x, ey {E}, {0x}, {O}, ainksg {O}) Fae 
(die identische Koordinatentransformation andert das Objekt nicht) 


g[h(z, {§'}), St] =z 
gilt, also h(z, {&'}) die Inverse von g(x, {&'}) beziiglich x ist, kann das so- 
eben Bewiesene folgenderweise ausgesprochen werden: 

Wenn die Koordinaten den Komponenten eines nicht rein differentiellen 
Objektes hinzugenommen werden, so wird es mit einem Objekt dquivalent, 
das aus einem rein differentiellen Objekt und aus den Koordinaten besteht. 

Deshalb beschaftigen wir uns im folgenden nur mit rein differentiellen 
Objekten. 


§ 4. Objekte erster, zweiter und dritter Klasse von beliebiger 
Komponentenzahl im eindimensionalen Raum 


1. Aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Korollar 1 (vgl. auch [1]) folgt 
sofort der 


SATZ 1. Geniigt f(x, «,) fiir x € IT und fiir die «,==0 einer Halbgruppe 
ACI der Funktionalgleichung 


(15) f[f(x, @,), 6] = f(x, &,@:) 
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und ist fiir solche x 


X=f (%*|, »| (a, konstant, 0 == y, € A) 


beziiglich y—( ; eindeutig lésbar, so ist fiir diese x und a, 
1 


3 


00 cise) 


wo g(x) —(&) (O == 2,(x) € A) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion 
mit der Inversen h ist. Im Fall u-=dimx=1 fehit g,(x) aus (16). (16) ge- 
niigt der Gleichung (15) und auch der Gleichung 

T(x, 1) =x. 


Unter diesen Bedingungen ist also (16) das Transformationsgesetz der 
differentiellen geometrischen Objekte erster Klasse mit u Komponenten im ein- 
dimensionalen Raum. 


2. Ebenfalls aus dem Hilfssatz bzw. aus dem Korollar 2 folgt fiir Ob- 
jekte zweiter Klasse, dafi falls 


“dim x =2 


en 
x= {e) (1 == 9) 
ay 
Yo 


beziiglich y= > eindeutig lésbar ist, so sind die Losungen der Funktional- 


J2, 
gleichung (vgl. (4), (5)) 


(17) F[F(K, 1, @), Bs BI =F Brees, Het + Be) 
der Objekte zweiter Klasse der Gestalt 
& (x) 
et; £1(X) 
Ct 21 (X) + 1 Bo(X) 


und 


f(x, 1, @) =h 


$0 (x) 
[09 +0869 oi(x)], glh(y|=—y}. 
2»(X) ; 
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Fiihren wir die neuen Funktionen 


Yo\_ &(X) = g(x), 

=| 19, Yo)) Bx) =g(%)+0, 
h V» =<=h a] , i Ae g(x) 
Jaye eee LX) 


ein, so erhalten wir (die Oberstriche wieder weggelassen) den 


SATZ 2. Geniigt £(x, @,, @) fiir x € IT und fiir die a, ==0, @, einer Halb- 
gruppe AC TI der Gleichung (17), ist ferner fiir solche x 


iB 


i ap 7 =< (a,, a, konstant, {y, +0, y2} € A) 


Yo 
beziiglich y= eindeutig lésbar, so ist fiir diese X und ay, Gs 
Vo 
(xX) | 
X)a 
(18) Heinesen | 
&(X) | & 
[ee 
ay a 
0 (X) 
wo Sas Es ©) (2:(x)=+= 0) eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion 
&(X) 
mit der Inversen h ist. (18) erfiillt die Gleichung (17) sowie die Gleichung 
f(x, 1, 0)—=x. 


(18) ist also unter diesen Bedingungen das Transformationsgesetz der rein 
differentiellen geometrischen Objekte zweiter Klasse mit u Komponenten im 
eindimensionalen Raum. 


Wir liefen im Text des Satzes die Bedingung u—dim x = 2 fort, da 
dasselbe Resultat fiir w—1 (y,—1) in [2] schon bewiesen wurde. Fiir 
u—=dim x= 2,1 ist némlich (18) so zu verstehen, dai darin g, bzw. gy, 2; 
fehlen, und ahnlich in den iibrigen Formeln. 

Ganz dhnlich lassen sich die Objekte v-ter Klasse mit w Komponenten 
im eindimensionalen Raum unter der Untergruppe 


n=), P(E)=-0, g"(E)—=+--— gl 9G) —0 


von Koordinatentransformationen erledigen, indem man die Transformations- 
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formel 
ae | 
£2:(x)a, 
f(x, irs Uy wy Oh ty) ee hy lo ee «| 
a 1 a 
| 2 (x) 
§ (x) = ees £&1(X) + 0, gins] 
(x) | 


erhalt. 
3. Fiir Objekte dritter Klasse mit der Funktionalgleichung (vgl. (4)) 


(19) f[f(x, @,, Go, &s), P1, Bo, p] == f(x, (G1, P.@,+ Piao, Ba} + Bay + 3 Px@, @s) 


ergibt unser Hilfssatz 1 unmittelbares Ergebnis nur im Fall w—dimx = 3: Ist 


A) (“ 
£1 ||, 915 yo. ¥s |= x a); konstant, y,-- 0 
as) Lae | 
Yo 
beziiglich y= ft eindeutig ldsbar, so ist 
Vs 
(So(X) 
_ a, £,(X) 
1s Bees) a festa e800) | 
Nets.£1(X)’ + G3(X) + 3a81() 2(X) 
( ( 80%) 
le —|2091, g.@)+0, gthwl—yl. 
£3(X) | 
Wir fiihren die neuen Funktionen 
ates | g(x) — (x), 
f [Y)} Be) =z) + 0, 
h a = ie . &(X) = £:(X) 82(x), 
1 a 3 . 9 
Ys a3 yh all &3(X) = 21(X) B(X)— % 8i(%) *@)(X) 
eee eae 


30 J. ACZEL 


ein, und erhalten nach Weglassung der Striche die Formel 
{ So (x) 
2:(X) a, 


&2(X) Cy 
(20) £(X, @,, @, @3) ==h Ten + e 


2; (xX) a d, 3 @ 
a ie oo, a 


Fiir u—dimx—1 wurde die beziigliche Formel in [2] schon bewiesen. 
Es bleibt also nur noch der Fall w—dim x= 2 itibrig. Diesbeziiglich unter- 
suchen wir zuerst den Spezialfall @,— 1, wofiir (19) zu 


f[f(x, 1, @, @s), 1, A, 83] = F(x, 1, @2 +4, &3+3e@28)+ 2s) 
wird. Dies ist wieder eine Gleichung der Gestalt (1), wofiir der Hilfssatz 


besagt, dafi falls 
hima 
Qs ) » Ve; Ve —- 


beziiglich y= (7 eindeutig lésbar ist, so wird 


f 


82(X) + @, : 8(x) 
is Le) oa Be + 3g,(x)e-+ « E les Bal alh@)l= 7 
oder mit 
e [23 \ if Nh &.(X) = £2(x), 
: (hs ore Cl 20)— 209 5 0X)" 
(& 2(X) + Gy | 
(21) f(x, 1,@,@,)—=h Bix) ta—> 3 i 


Um nun f(x, @,,@,@3) zu pats) nehmen wir in Betracht, daf 
aus (19) 


(22) Tx; 6,6) Af [x,1 = ¢ oA) a0; 0| -=f 


F(x, @, 0,0), 1, 2, a 


GG; 


folgt, also mit (21) und mit den Bezeichnungen 
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sowie mit 

(23) g(f[h(y), a, 0, O}) oa f(y, ), 
wofiir wegen (19) offenbar 

(24) flf(y, @,); cA = f(y, Py (;) 


gilt, erhalten wir 
nee. 
f(y +z, a, =—f(y, a)+z-("1,| 
hed NM, 
or 0 vera tee) 
(vgl. (6)). Wir setzen hierin y= ‘ und erhalten mit f al Gi == C(c,) 


(25) F(z) ela) +240). 


Dies substituieren wir in (24) zuriick: 


sa) (2) reo —etany (28) 


Hieraus folgt aus Symmetriegriinden 


c(a)- ie 1} eC) = (ess) =e(es) +0(H) (P : 


und durch Oe ste der Verdnderlichen 


So wird aus (25) 


f(z, 1) =c+(z—c): (‘ o 
und aus (23) 


f(x, a, 0, 0) he + fe) —el k ll 


oder mit.den neuen Bezeichnungen g(x) = g(x)—c¢, h(y) = h(y +c) 


#(x, @1,0,0)—h | e(2 [=m] Leo 


iS =| Gp g =| 1—a;! Ze 
C(a@1)- eee * |=¢(6)): ( [= & (a) —e-(; oaJ—e—e-( ; 
rae ae | 


3k 
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wahrend (21) zu 
&(X) + @ 


Ae vevd=Mf g(x) + @— : = a] 


wird. Schreiben wir alldies in (22) ein, so erhalten wir endlich 


ee a(X) (44) | 

‘i ong 
(26) F(X, @,, @, @)—=h g ae @, 3 @ | 
le A I: 2 a 


Die Zusammenfassung von (20) ind (26) ergibt den 


SATZ 3. Geniigt f(x, @,@.,a@3) fiir x€ IT und fiir die a,==0, a, as 
einer Halbgruppe ACII der Gleichung (19), ist ferner fiir solche x 


a | | 


Ld» Yur Das Dt = X Ke ie Vi» Vo; rx 


il[c:}- ts 2on]—x 
Py ba. 


F(Gs,.1,,0, ¥,)==x Q,, Q,Q@; konstant; 
| Lika 


Qy 


bzw. 


bzw. 


je 


Vi 


yo 
oo y= bzw. y= (2) bzw. y9 (je nachdem 


beziiglich y= ie =] 


Vs 
u—dim X>3, =3, =2, = 1) eindeutig lisbar, so ist fiir diesex und @,, @, es 
5 (xX) = 
£1(X)e@, 
(20) f(x, 1, Qo, (5) == fy 21(x) L oe 
aa ay 
83(X) if Cs ‘at 3 a 
ey Caw eed 
2(X) | 


g(x) — [29 |, @ +0, ath] —yl. 
(3) 
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In den Fallen u= dim x= 3, 2,1 fehlen die Zeilen mit Z, bzw. ZL, bzw. 
Zo, M1, M2. — (20) erfiillt (19) sowie die Gleichung 
T(x 15.0.0) =x. 
(20) ist also unter diesen Bedingungen das Transformationsgesetz der 


rein differentiellen geometrischen Objekte dritter Klasse mit beliebig vielen 
Komponenten im eindimensionalen Raum. 


Wenn man (20) mit den Resultaten von [2] II vergleicht, sieht man, 
da bei unseren Voraussetzungen jedes eindimensionale Objekt dritter Klasse 
mit beliebiger Komponentenzahl einem Objekte aquivalent ist, dessen letzte 
bzw. vorletzte bzw. die davorstehende Komponente bzw. die iibrigen Kom- 
ponenten sich als eindimensionale Objekte mit einer Komponente und von 
dritter bzw. zweiter bzw. erster Klasse transformieren bzw. konstant bleiben 
(sich als Objekte nullter Klasse transformieren). Man sieht auch, dafi sich 
(18) und (16) aus (20) durch Weglassung der letzten bzw. der beiden letzten 
Zeilen ergeben. 

4. Die bisherigen Satze (insbesondere der Satz 1) haben den Mangel, 


dab sie im Spezialfall «1 (eine Komponente) ein bekanntes Objekt, ném- 
lich die Weylsche Dichte mit dem Transformationsgesetz 


. Z2= (2, ¢) = 2/ Gi 
nicht enthalten (bzw. nur fiir positive @, enthalten, wo sie mit der gew6hn- 
lichen Dichte z= ze, zusammenfallt), da die Voraussetzung der eindeutigen 


Lésbarkeit von 
x= f(a, ni) = a|V1| (y: += 0) 
beziiglich y, nicht erfiillt ist, falls alle nicht-verschwindende reelle y, erlaubt 
sind. Dagegen ist die Eindeutigkeit der Lésung unter den positiven y, gesi- 
chert, jedenfalls besteht dann die Lésbarkeit selbst nur fiir sg x —sga,. Dies 
gibt den Gedanken, unsere Bedingungen in diesem Sinn zu schwachern. 
Wir beweisen so den 
SaTz 4. Geniigt f(x, @,@,@;) fiir jedes x € X_UX, (X_N X;=0) und 
fiir jedes @,+-0, @&, a, der Gleichung (19) und ist auferdem 
Yo 
apes 
A+2 
A+3 
Vu 
fiir x€ Xs beziiglich y=\ y.| mit y, >0 eindeutig lésbar (mit y, = 1 bzw. 


(27) > Vi» Yo, Vs =>. 


3 Acta Mathematica VIII/1—2 
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y=1,%,=0 fir u=dimx=2, 1), so ist fiir diese x und Qy, &, &s DEL 
a, > 0 f(x, @, @, @;) durch (20), fiir ¢,<O dagegen durch 


e480) ; 
roeice, fal nhs 
eo [¥0(X) EX Qs 
(28) i(X; ca, @) — il 2,(x)e a st a 


ale], 2%), 3 
z(xya? ! ay os aiei2nw ff 
(2:(X), €:(Yo) == 0) 


$0(X) 
dargestellt, wo g(x) = ne eine umkehrbar eindeutige Vektorfunktion ist, 
23(X) 
€0(Yo) 
€1(Yo) 
€2(Yo) 
€5(Yo) 


und beziiglich e(y)) = 


slaal—acy! 

€,{Eo(Vo)] = A1(Yo 

wy ale(y]—elwev) 
€5[€o(Yo)] = — &s(Yo) er (Yo) 


gelten. — (28) mit (29) erfiillen Ce, fiir jedes a, +0, @, a, und fiir Jedes 
x € X_UX, und auch 


f(x, 1,0, 0) =x, 


Ist die Klassenzahl v= 2,1, so sind die letzten bzw. die beiden letzten 
Zeilen in (28) und (29), sowie Ass, V3 bzW. A+2,A+3, Y2, Ys in (27) wegzulassen. 
Ist die Komponentenzahl u=v, so sind die beziiglichen Zeilen von oben 
wegzulassen und es wird 


fiir uv, @,e, konstant und zwar entweder e,—=1, e, beliebig, e,=O 
oder eé,==—1, e,=0, e,=—0, 

fir w<v:e,=e;=0. 

Unter den obigen Bedingungen sind also die allgemeinen Transforma- 
tionsformeln der eindimensionalen differentiellen geometrischen Objekte erster, 


zweiter und dritter Klasse (v1, 2,3) mit beliebiger Komponentenzahl u 
durch die folgende Tabelle gegeben: 
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ujaulso.4-a 


_—_— OO eC eee _ 


ujaulsofsuonpvusofsuvs | 


ee eles CS art | 
z si z r) é 
(°6) 9A) a = [()a}*9 pees (let ee se 
(A) !a = [(°A)°a] 1a | | (x) 1 [(x) 9B] "a (x) 8 
© Of = [43] | [(x) 93°] | (x)°3) 
ig ae es Oe 
[e = (x) ‘a i io) yA 5 
x | |b | (x) 8 [2 +a | fe ii 
(2 Vp | | to (x) ts] 
>) (el |y = 
| wants) 
Ty Vp 
: e+ eel spas 
C4) '9 = [(°A) a] ' ("| (x) 3[ (x) 9B] '9 | - | Rael =£|2= 
© = [(4)%9]%9 ( eta 13 | (xyoa) | 4 = 
J [|| 3]y =A es ee elle Ae 
ez (oeo5ly—« ce te 
0 >» snf 0O<'o mf eS 


5 


3F 


ten area ae 
wm em» | @&)B 
z y=A 
| to | 
| (x) °F | 
_— (SB.VYORN °S) 
Bees ote) [Pe ee tee ea 
to eae ee op g  &p ae ef 
es Vp 
{ (x) | (x) J 
2 Pat bat ae SF ane ae 
2 eae ate 
os — (Beyyoen ’s) | | 2 tae 
Dp 
| (x) | 
(eae mie ees: 
z & ‘a 
m ae ” (x) ges G 
a tp 
| a Me] 
ee Ba ee | t 
vi we ee Ga |) a ee: 
0 > '» unf | URS | n D 
ujaulso4-d ujaulsofsuolDulsofsudt | : 
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Ip Ip by tp (x) 18 a In Z Pp tw = 
Cc $ Aa ee ES os eee ee 
mg + eer + 1a) a] me ' | (&)e 
57/6 : Ip I I yg ba To wa, — 
(°8)'2(°A)%0— — [(°4)°a}%2 peewee ape Peer ery = 
(°A)'9(°6) 9 = [(°4) 9] BT [xy B]% > OS 
(°K) 'a = (A) a]! | !o | (x) Le [(x) 9B] !a To (x) 
" 0€ = [(°A) a} a | | [(x)°3]°a if (x)°S J 
P(e eae 
ne +e 
te ta (1B 
én as (x) eF a @9 
Le | o| (x) ba 
ra [Zz ln lo | l( ln Z lo to 
i es ne 
i ¢ ep + aR > @  t ! (ye 
ip Ty =A ro iv) Ake ¢ 
to Me eo (x) 
tn (x) 19 In (x) 13 
o>!» anf | 0 <'o anf ale 
HSS i UjaUsofsuolpusofsudd | 


: ——_—————————— 
Se Se yaa eee eee ee a ee ee ee 
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[Die Teilung X-UX, (X,nX.-=u) 4hnelt der Teilung «=O der 
{Q, Qs, a;}.| ; 
Bewels. Aus dem Satz 3, der auch die Satze 1, 2 enthalt, folgt fiir 


a,>O bei x € X, das Bestehen von (20) mit g,(x)>0. Da (20) bei dem 
Ersetzen von 


&(X) Yo. 
£:(X) bzw. h| 2” 
22(X) y2 
23(X) Ws 
durch 

re) { Yo} 

£9) bzw Bleee 
&(X) | 
&3(X) | y3 


giiltig bleibt, kann g,(x) =O fiir x € X+ genommen werden. So haben die zu 
den beiden Fallen gehérenden zwei Funktionen g(x) verschiedene Definitions- 
bereiche (X,, X_) und Wertevorrate (y, > 0,y, <0), und deshalb fiihrt es zu 
keinem Mifverstandnis, wenn beide mit demselben Funktionenzeichen g(x) 
bezeichnet werden. So gilt 


I ( g(x) | | 
2:(x)e@, 
(20) f(X, @,, a, @)=h SUS: = fiir --ej> Oy —xe AGILE 
1 1 
3(X A 
fe Sey 
Cae e pT oo Be 
insbesondere 
f(x, 1,0; 0) ex: 


Fiir e, <0 folgt aus (19) 


£(X, @1, @, &) = f[f(x, —1, 0, 0), —a@,, a,, —a,] = 
= f[f(x, CT aos —@s), —tl, 0, Oj, 


( do(y) | 


oder mit (20) und mit g(f[h(y), —1, 0, ay) =F | 


d;(y) 
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d.[g(x)] || 
— a,[g(x)J@, 
f(x, @, &, ds) =h a 3 ie) = = == 
| dig (x)| Tipe 3 a | 

(30) a a; 2.5 

giseeer ss \ || 

— 21 (X)@ 
a, Qi ‘ 
UAx) . Gs 3 
| | iat 2 cope ER a) |) 


und hieraus mit y = g(x): 


Yo ; 

1 == Vy | 0 | 
= Vo 0 
dy)—as Sts fll = 2 me c a 

1 2 
Vs a Qo | | a 
| mal | ae & 3 « cn 3 as 
m1 Le Ct, Te Are 


Nehmen wir z. B. fiir x € X.,y,>0O (der andere Fall la6t sich analog erle- 
digen) 


BER cn ly Qs + Gs 3. Bah x 
aq y; , a; ie Vo, &, Z oe V3 
und bezeichnen 
Yo &(Yo)| 
l €: (Yo) 
d = = 
0] e€ (Yo) 6,(Yo) 
0 e(Yo) 
so wird 
(gat) reel 
I 0 
d —— -e 0 
A ci. 0 Pla bs bere 
yr —J» 
yi) eye 
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Setzen wir dies in (30) ein, so erhalten wir (28); setzen wir dagegen 

(28) z. B. in 
f[f(x, —1, 0, 0), —1,.0, 0] = f(x, 1, 0, 0) =x 

ein (vgl. (19)), so ist (29) unmittelbar einsehbar. — Auch die Spezialfalle 
<3 und w=v koénnen mittels der beziiglichen Spezialisierung des Bewei- 
ses sofort erledigt werden. 

Substituieren wir (28) in (19) und nehmen (29) in Betracht, so sehen wir, 
dafi (19) tatsachlich erfiillt wird. Damit ist der Beweis vollendet. 

Jedenfalls gelangten wir unter diesen Bedingungen bei @, <0 zu wesent- 
lich mehr verwickelten Formeln, als bei den Bedingungen der Satze 1, 2, 3, 
wahrend bei @, >O die Formeln dieselben blieben. 


(Eingegangen am 8. Juni 1956.) 


Nachtrag 


Wir vergleichen in diesem Nachtrag die Resultate des § 4 der vorste- 
henden Arbeit mit den Ergebnissen anderer Verfasser iiber denselben Gegen- 
stand. 

O. E. GHEORGHIU hat sich in [6] mit (differentiellen geometrischen) Ob- 
jekten erster Klasse von zwei Komponenten im eindimensionalen Raum be- 
schaftigt und findet (entgegen seiner Behauptung wegen Rechnungsfehler 
nicht alle derivierbare, sondern nur) alle jene Objekte, die von der Gestalt 

Yo=Xotk(—AX, Gs), W= Xi AK(X,—AX, ;) 
sind. Er beweist, dafi diese Transformationsformeln 
Yo = Xo + U(X, —AxX,) log jai], Yi =x +410, —Ax,) log |a,| 
sind. 
Nimmt man 


Xo . 0 
Zo = £0 ia = X,— AX, Wo= Zo (2 \|=—ay., 


Xo an oe 
smal], nals] -es 


so sieht man, dafi diese Objekte sich mit 


s)-(Cae 
— wy 
x elles—hery) 


g(x) =g 
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oe yan |r i] ein@—z) 


W, = 2;| |, £1(x)|a,| 
einreihen lassen, was der Spezialfall 


Co(V)=Y, &(W)=1 
der zweiten Zeile unserer Tabelle ist. 

In [5] findet O. E. GHEORGHIU samtliche Objekte erster Klasse von zwei 
Komponenten im eindimensionalen Raum, deren Transformationsformeln Spe- 
zialfalle von , 

k,(@,) 


ee k, ‘ =X aE N Es ( plo) — ey 
YoHX+h(Qi1), w=xui1+ NEN (eo! l)e 


sind und findet, da& diese von der Gestalt 
YomHX+Alog lai], Ww=x%y+x(|qh—1)e 


sein miissen. 
Auch dies geht durch 


in 
Wo = Zo» = ee ) 
m=ala|, *% hela 
liber. 


In [4] untersucht derselbe Verfasser Objekte zweiter Klasse von zwei 
‘Komponenten und findet (entgegen seiner Behauptung wieder nicht alle de- 
rivierbare, sondern nur) alle jene Objekte, die von der Gestalt 


ay 
a 


Y= + k(x: —%2) + 104 —x:)m (a), 


x Qa 
Vi oe sb ma k(x;— 2) + U(x; —%2)m (a) 


sind, indem er beweist, daf ihre Transformationsformeln nur von der Gestalt 


wth tes cell |b oate gal cs i) 
i ee “+ a(1 a)’ Bie pre Tar ae a 
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sein kénnen, iiber welche er selbst bemerkt, daB sie mit 


Vie Slee y= = 2 
1 


Qa, a, ay 


4quivalent sind. 
Diese letzteren gehen durch 


mallee «eG 
a=a|(*\|—— teas Vo Voi’ 


gx) —s|(~]| = = 
Xe é 
in 
emia ( £.(x)@; | 


d. h. in die erste Formel der vierten Zeile unserer Tabelle iiber. (Die obige 
Bestimmung der Funktionen g(x) erfolgte eben mit den im Beweis der Satze 
1, 2 gegebenen Methoden.) 

Ju. E. PENsow hat in [9] unter Analytizitatsbedingungen u. a. die Objekte 
von zwei Komponenten im eindimensionalen Raum untersucht, und fand als 
Objekte erster, zweiter und dritter Klasse die Objekte der Satze 1, 2, 3 (nicht 
aber die des Satzes 4) unserer Arbeit fiir den Fall n —2, und auBerdem die 
mit 
(31) y= —, ea Be tae 5 ok _ 


Aquivalenten Objekte dritter Klasse. 
Diese Objekte lassen sich in die bisherigen Ergebnisse unserer Arbeit 
nicht einreihen, da die in den Satzen 3, 4 geforderte eindeutige Lésbarkeit von 


(32) £{(@).1. 9.3 =X 


beziiglich ea fiir 


X= A, X= a,+ QA, — SD 
offenbar nicht erfiillt ist. 
Es ist aber auch eine gewisse Willkiir in der Bedingung (32), mehr 
als in den tbrigen Bedingungen unserer Arbeit. Da die Zahl der Parameter 
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grofer ist als die der Komponenten, mu& namlich ein Parameter festgehalten 
werden. Dies muf aber nicht ¢,—1 sein, es kann auch @—0O genommen 
werden, da nicht nur die Elemente {1,@,«@;}, sondern auch die {«,, 0, a} 
eine zweiparametrige Untergruppe der Gruppe mit der ,Multiplikation“ 


1@, Qs, at,\ {6 ) fo, 8} == {8, a, » Bo ay +a, Ba} + Ba@3+ 3 Pot, Go} 


der Elemente {@,, @,@3} (@,+-0) bilden. Wird tatsachlich die Bedingung 
(32) durch die Forderung der eindeutigen Loésbarkeit von 


aay he 
: [2].9..0, | " 


beztiglich 2s] ersetzt, so erhalten wir aufier den Objekten (20) bzw. (28) (fiir 


3 
n= 2) auch die mit den Pensowschen Objekten (31) aquivalenten Objekte. 
Wir beweisen ndmlich den folgenden 


SATZ 5. Geniigt f(x, a, 2, &) {« ==), x—(*] EX | der Funktional- 
 gleichung | 
(19) f (f(x, @, G2, Gs), B81, 8s, Bs] = f(x, 8,1, Ge@i+ 6,2, Psai+ .a, + 300) 


und ist 
(6 re) 
i[(e=),.0.n]—x 


beziiglich (|= y = g(x) eindeutig lésbar (0b 1) bei x € X, a 2= as, a 3—=a3 
fiir beliebiges y,+-0, oder 2) bei x€ X+, X-UX,—X, X-NX,=—0 fiir die 


y2 >), ist ferner - 
Q+2 
g}*|(2~, if «.,0| 


in @,—O beziiglich ce derivierbar, so as entweder 


{ Sa(X) | 
(33) £(X, @, Go, @;:)—= | ot i 
ie Feit Jonge eee + al 
(g{h(y)] =y; &,¢; beliebige Konstanten) oder [2)| 
a | 
(34) F(x, a, @)—hI| | 43 a (g{h(y)]=y), 


womit fiir alle erlaubten x, {a,, @, @3} (19), sowie £(x, 1,0, 0) =x erfuillt ist. 
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Diese eindimensionalen differentiellen geometrischen Objekte dritter Klasse 
von zwei Komponenten sind mit einer der durch die folgenden Transformations- 
formein bestimmten vier Objekte dquivalent: 


(35) yar chet) eb Date erly tek es 
(31) woe, y= 4+ Sx—-5 4 =e 
(36) wa, y= BZ 84S, 
(37) eee w= 5 at Ss. 


Wir haben auch die mit (31), (36), (37) aquivalenten Objekte in unsere 
Tabelle schon eingetragen. 
BEwEls. 1. Man setze in (19) @,=~,—0, so wird 
f[f(x, a, 0, (ts), A, 0, 3] —* f(x, p, a, 0, Bs ta -+- a (;). 


Da dies eine Gleichung von der Gestalt (1) ist, wird laut des Hilfs- 
satzes, falls unsere Voraussetzung erfiillt ist, 


(5.00) 0 yal Mew 


(insbesondere f(x, 1,0,0)— x) oder mit 


| ‘Yo 2 (x) aw ] 
! A =1|(%)} i g(X) , 
LT. 83(X) = g2(x)"" 
| 82(x) © 
f(x, @,, 0, a) = h z ®) | 


Wird andererseits diese Formel (die Oberstriche weggelassen) in (19) mit 
a, = Pp, =0, 6, = 1 eingesetzt, so erhalten wir 


{ S2(x) 
QQ, fe 
is g(x) . & » 1, &, 0) = F(x, @,, Bai, as) 
la "a 
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oder mit %.ci= @,, f(y, ,) — g{f[h(y), 1, «,, O}}: 


( 


£(X, @, @, @,) =h /' 


Setzen wir jetzt dies in (19) mit 


(38) 


| £.(x) | 
ie a / 
£,(x) as , a \ ° 
l a + a | ’ 


22(X) = Jo, 23(x) =J;, a, = i oe 0, fo =O, fi =YJe, fs = — fy; — — Vay; 
ein, so wird mit den Bezeichnungen (6) 


5 
‘ 


ee (7):*|| 


zi a, 
Vs 


oder mit 


ced] el) ol) 


_ einerseits 


- andererseits 


~*~ <a 
=>! 

—_———- 

— 


(38) geht hiermit in 


+foxy~A[) 


a 


zl 


(%), 1.2. of 


| | guts) c,( aed 
en ee cy (_& 4 
Va 7) amg(x) a“ al 


fiber, was wir in (19) zuriicksubstituieren, um nach den mdéglichen Verkiir- 


- zungen 


Uf 


C,(5) 


CBC, | 


fa 
zu erhalten, wo 
: hy 
&— —__- 
, 7 4 80(X)’ 
bezeichnet wurde. 


C.6)C. (a5) = C;(6+ 7) 


J+co@- CE La) 3En 


(C.(0) = 1), 


By 


‘ae 3, g(x) 
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Ohne Voraussetzungen iiber C(&) wiirden wir zu kein verniinftiges Er- 
gebnis gelangen, da unser Gleichungssystem z. B. durch 


CQ=1, GQ=-—tF+41© 


erfiillt ist, wo 2(&) eine beliebige (also méglicherweise vdllig unstetige) Lé- 
sung von 

A(E+ 4) = 46) + 4(n) 
bedeutet, d. h. wir erhielten mit 


oe ae i| its “Aten ae 


le a,’ Wp ape 


«ey 2204 ee 


aquivalente Objekte mit unstetigen Transformationsformeln. 
Da aber laut unserer Voraussetzungen C(@,) bei @,—O derivierbar ist, 
kénnen wir unser Gleichungssystem folgenderweise lésen: 


ny 
cern—c_ Slag)—o0 
7 n ’ 
7 CH 


und da die rechte Seite bei 7;+0 einen Grenzwert C;(0) besitzt, gilt das- 
selbe auch fiir die linke: 
Ci(§) = C:(0) = a, 
und 
CQ) =OE+1 
wegen 
C,(0)==1. 
Weiter wird 


E+ 17G( =, ]+C@—GE+n)+38n, 
d. h 
Cyl eae) ae (0) 
COE+N—CE E 
( te ()__ ge es aEMeI), 


CE + 
und wieder wegen der Konvergenz der rechten Seite bei 1—0: 


C3(8) = — 36+ C3(0) (E+ 1) = —3E+¢,(2&+ 1), 
also integriert: 
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wegen 
C0) ==.0. 
Wenn wir nun dies in (39) einsetzen, erhalten wir die Formel (33) die 
der Gleichung (19) geniigt. 


BEMERKUNG. Fordern wir statt der Derivierbarkeit z. B.,daB C,(§) héch- 
stens eine Nullstelle habe, so wird aus 


CE 
@G(cs|=ce+n, 
falls wir den Fall 
C.(6) = 1 
; -_ §C,6) ae 2 ed 

ausschliefen, durch das Einsetzen von 7 = i—C.® also Etn= G® > 
fae |: 

I—C,6))° 

1 
a (—a)= = (); ew ~ konstant = — iat 

und wieder 


C,(§) =C5404; 


wozu auch C,(§)—1 gehort, falls cy—O ist. 
Ist co+- 0, so folgt aus 


(5+ DGalene! yee =i|+ce= C3(§+ 7) +367 
; 1 y sl: 


CQ) =— (GE +208) C (— 1)—se—34, 


1 : 
und mit — 2. —20C; [— 4) —=c, wieder: 
Co Co 


C3(5) = aa rs age 
Hier wurde nichts iiber C;(§) eet ahad Ist aber c, =O, so fiihrt 
die so erhaltene Gleichung 
C;(m) + C3(6) = Ca(E + 0) + 367 
mit 


CO+SP=1G) 
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auf 
A(E+ 7) =46)+4(), 
und die Lésung 


W=ak GO=—FPtas 


kann nur dann erhalten werden, falls C,(§) als stetig (oder mebbar, auf einer 
Menge von positivem Mai beschrankt, usw.) vorausgesetzt wird. 

2. Aus der Voraussetzung 2) folgt, wie bei dem Beweis des Satzes 4, 
daB fiir @, >0,x € X+ 


(33) £(X, @,, G2, @)=h ; 
83(X) 
ial pale. ga(x) += at “+ aI 


(h[g(y)] =y, g(x) =0) gilt. Fir ¢,<0 mae aus (19) ees hier 
f(x, @,, Go, (ts) =e f[f(x, —1l, 0, 0), — @,, &o, — es] = 
= f[f(x, —@,, —@,, —e,), —1, 0, 0] 
d,(y) 
oder mit (33) und mit g(f{h(y), —1, 0, O]) = d(y)= ay : 


| AlgO0] , ., | 


(40) £(X, @1, @, @;) =A 
d;[g(x)] is —3@ , @ 
| Oe, © algo] + SS + 
eo i. | 
ee, . . a a 
a £09 4, —3 @ | & 
a 82 9, (x ee ae el } 
und hieraus mit aaa (y,=0, je nachdem eee 
— 28 —¢, % | 
Voy (ty ae CoC;—3 @ Qs Gr 
la a Vs 4) a at 
2a : 
d, as Th 1 1 F 
i a f 4 @ | | CC;—3 @ Cs es 
«; ce} Yar a a . al 
aie % ay) — CC,;—3 Gs a 
, 2 a a} 
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a ve z. B. fiir x € X_, y.<O (der andere Fall laBt sich ebenso erle- 
igen): 


Qs 


Qa, =), Cy = 5) a; a a 
| Ge 
und bezeichnen d | | — | * 
0 C3 


A(Y) = —Yre,, A3(y) = Ys + res. 
Aus (33) (4, =1, eq —e,—0) folgt 
(01,0 O)eex, 
aus (19) (4, —=4,——1, «,x == a,—6;—0) dagegen 
f[f(x, —1, 0, 0), —1, 0, 0] f(x, 1, 0, 0) =x, 


M2) dtd ot 
be y ld(y)] Va + Woes + yreses)’ 


so dah 


sein mu. Setzen wir 

ay) —(~ 2"), a= al 
in (40) zuriick, so erhalten wir 

C(1—é,) =0, ¢3(1—é@) = 0. 
est also nicht c,==c,=—0, so mub 

(ay —— 1 
Beit Mitec, —-¢c,=— (0 sitid 
‘ é—=1 und ¢=—!1 


beide moglich. Dies ergibt eben die Formeln (33) und (34) fiir «<0 (fiir 
a@,>O fallt (34) in (33)), die die Gleichung (19) auch  tatsdchlich erfiillen. 

Die Objekte (34) sind offenbar mit den Objekten aquivalent, die durch 
(37) transformiert werden. Ist 


C= (==; == 1, 


so ist (33) mit den Objekten, die durch (36) transformiert werden, aquiva- 


lent. Fiir 
co 0, C= =U, (é.=1) 


4 Acta Mathematica VIII/1—2 
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fiihren wir Ss 

n|(|| Ba(X) = 0482(X), 
nea ys)S? &(X) = 23(x) 
ein, und erhalten 


{ £2) | 
= a, 
£(X, @, @, @,)=h E é , 
BO) 3 by ay 
« a; 


was die Aquivalenz mit dem Pensowschen Objekt (31) zeigt. Endlich ergibt fiir 


4-0, @=1) 
die Substitution 


en (x) = 2200 
=a) Be | =n|(”) A Cy” 
apy AN bee ey = CG . 
brace Yay : 83(X) = 8(X) — 5 -80(X) 
eben 
(Z2(X) | & | 
= a | @ 
(26) 1(X; Cy ,.@:) 04) = Z,(x) aes a a 
| iat PAE ee 


und diese Objekte sind mit denen von der Transformationsformel (35) aqui- 
valent. 
Es ist interessant zu bemerken, dafi falls das Pensowsche Objekt 


Xs Xeno. te 3a oO 
eras at 3 %2— 3 lee 
y rate y iat a8 Pr 2. eee 


durch ein Objekt mit einer Komponente von z. B. zweiter oder dritter Klasse 
erganzt wird, so erfiillen die so erhaltenen Objekte 


9 
ae (ty x RS es ea 
= — +-> bzw. = - RD tS 
V1 a yi ay ote a Forbes 
Soa Pa, 
yo (t, , yo Ct, 
Xe) Os 3* alten a. TOs 3, 
Daas Sage eons rae shee wi hd Geena Wine at! pee we ow eae ig © 
a; a; 2 a a} Ore. PET a} 


schon die Bedingungen unseres Satzes 3 und kénnen deshalb mit den Trans- 
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formationen 


ya xs | | : 
| 
%:| 1 (>| 1 
Wi F Xj i/=—, — 24 2))=—>— 
[ts a : «lls = 
x: { 1 
-=a[e|]-x, efle|| ams, 
Ze LX) * 
bs el 
23 —= £3 ea —— Zar AAD, 23 = £3 ligt = X, 
Xz Loc 
ra [el ' 
Wi —— 2 Vo —— pea fe 2. UM someecenetel 
1 1 y, Ww 8: | Vy 
(| (| Y—y 
W2=L2| | 2p |=, =f ee 
if ‘ oe lta 
("| | 
W3 = 23 Ee) Ve Va oly We== 25 | y2 = Vis 
Wi= 41%, 
: _ 2 , & 
OE TR 
2, as ne 
ie Bi Da 
in (20) tibertragen werden: 
| ( (xa, ) 
82(X) | & 


y=—h a, cj 
&3(X) ok a5 
a aS a 2a) 
Fiir weitere, sich auf unseren Gegenstand beziehende Ergebnisse verweisen 
wir den Leser auf die demnachst erscheinende Arbeit [7] von M. Hosszu. 


(Eingegangen am 11. Oktober 1956.) 
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KOVARIANTE ABLEITUNGEN VON DIFFERENTIELLEN 
GEOMETRISCHEN OBJEKTEN ERSTER UND ZWEITER KLASSE 
IM EINDIMENSIONALEN RAUM 


Von 
J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von G. Hajés) 


§ 1. Einleitung 


Der Begriff der kovarianten Ableitung wurde von J. A.SCHOUTEN (s.z.B.[4]) 
in etwas engerer Gestalt eingefiihrt und S. GOLAB gab in[3] bzw.im § 4 von 
[2] die allgemeine Gestalt der kovarianten Ableitungen der eindimensionalen 
differentiellen geometrischen Objekte zweiter Klasse mit einer Komponente, 
sowie der mit eindimensionalen gewohnlichen Dichten von einer Komponente 
aquivalenten Objekte erster Klasse an (letzteres ohne Beweis). Diese Resul- 
tate finden wir hier ein wenig abgerundet unter etwas schwdcheren Bedin- 
gungen (die Derivierbarkeit der Funktion F in der Definition (10) wird nicht 
vorausgesetzt) wieder und wir verallgemeinern sie z. T. fiir Objekte mit belie- 
big vielen Komponenten. 


§ 2. Bezeichnungen und Definition 


Wir verwenden die Bezeichnungen und Ergebnisse von [1] §§ 2, 4. 
Insbesondere erinnern wir daran, dai sich die Transformationsformeln der 
eindimensionalen differentiellen geometrischen Objekte (kurz: Objekte) 


X,y 
X = | X(u-v) — x 
X(u-vt1) . 
: x.) 
Xu) 


erster bzw. zweiter bzw. dritter Klasse (v1, 2,3) mit beliebiger Komponen- 


wee dé 
tenzahl 1 >1 bei der Koordinatentransformation § = ¢ () & +0| des ein- 


dimensionalen Raumes unter gewissen einschrankenden Bedingungen als 
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dé ee (he 
(x, 42 +0, = 7? m=] 
lt 

(1) edt eae 

bzw. 

Zo (x) 2 (x)@, 

0) x—h| | 22% fiir u—dimx—2: x=h|]g,(x) , @ 
&(X) 42 eas Bae 
cialees elt © 

bzw. ra 

(80) 
2i(x) a 
~ &2(X) | & 
(3) x=h a, hrs: 
G(X) a@ 3 @& 
ay & 2e¢ si 
Ba) one 
firei—=2 xX e=n Bae 5 Reig ks hep <9 a, Q 
oe + B®) «% 3@ 
; : a 7a 2a 


(g:(x) += 0, g[h(z)] =z) ergaben, wahrend alle Objekte (erster bzw. zweiter 
bzw. dritter Klasse) mit einer Komponente mittels einer der folgenden Formeln: 


(4) x= hl g(x)a] [g(x) + 0], 
(5) x=Alg(x)jaq\] [g(x == 0] 
bzw. 

(6) ¥—h jee 3 #] 

bzw. , | 

(7) ran] £@) + a) 


transformiert werden. 
Die direkten Summen und Produkte 


yi a+y 
+]i j=] 3 
Vu) 


werden auch hier durchwegs beniitzt. 


Xr Vt | 


(8) x+y= , x= 


xi 
X(u) X(w) + X(w) X(w) Vu) 
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Wir fiihren noch die Bezeichnungen 


der Derivierten von x bzw. X beziiglich & bzw. — und die Matrix 


| dgi; 
2 =} ie 


als Derivierte der Vektor-Vektorfunktion g(x) ein. So gelten fiir die Derivation 
von Vektorfunktionen ahnliche Regeln wie fiir die von gewohnlichen skalaren 
Funktionen (Derivierten von Summen, Produkten, zusammengesetzter und 
inverser Funktionen usw.), z. B. 


(9) (h[g[x®]-u(&) + v®]) =g (hlgx®]-u() +v) ‘le’ [x©]x ©-u®@+ 
+ g[x(S)]u’) + v' ©] (g[h(z)] — 2). 
Jetzt geben wir die 


DEFINITION, Die kovariante Ableitung eines (eindimensionalen differen- 
tiellen geometrischen) Objektes v-ter Klasse ist eine Funktion 


(10) oD Xia bX ky, VD 


von x selbst, von ihrer Derivierten x’ und von einem Hilfsobjekt (v + 1)-ter 
Klasse y, die ebenfalls ein Objekt v-ter Klasse ist. 


§ 3. Kovariante Ableitung von Objekten mit einer Komponente 


Fiir die kovariante Ableitung 


Dx FOC kay) 
der Objekte mit der Transformationsformel 
(4) x= h[g(x) «] (g(x) + 9) 
; = KP) ee = da, 
(11) j= 1/4 4 | [02 =Z, Cae ae 
und 
(12) = ax dx d&_ g'(x)xa+g(x)&% | 


dé dé dé gs hlg@)a)) a’ 
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wahrend entweder 


(13) Dx = F(x, xX’, 9) = H[G(Dx)a,] 
oder 
(14) Dx =F(x, Xx’, y) = H[G(Dx)|a,|] 


gefordert werden kann. 
Wir nehmen z. B. (14). Dann besteht 


(15) H(G[F(x, x’, Ye!) = 


, , US) 
=F| hea pete evel! 
" g(h[g(X)a)) 
Um F(x, x’, y) zu erhalten, miissen wir diese Funktionalgleichung lésen. Zu 
diesem Zweck wahlen wir 


1 pip. KCy) 


ees a, 


te AEG) en ee (a 


So wird mit der Bezeichnung 
f= G(F|KO. aay 10)]] 
aus (15) 
Dx=F(x,x',)) =H (|g / 1g) x —g(~) KY), 
womit (15) zu einer Identitat wird: 
(|g (x)||e,| fle’) x —g)k(Y)) = 


- nH leorerfe tear rage "(2 


Ebenso wird, falls (13) statt (14) zu Grunde genommen wird: 
(16) Dx = F(x, x’, y) = H(g (x) f[g’ (x) x’—g (x) k(y))). 
So erhielten wir den 


SATZ 1. Fiir Objekte erster Klasse mit einer Komponente mit der Trans- 
formationsformel 


(4) x= h[g(x)a] 


(die den gewohnlichen Dichten dquivalent sind) sind die allgemeinsten kova- 
rianten Ableitungen von der Gestalt 


(16) Dx= H(8(x) f[g'(x)x’ g(x) k(y))) 
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oder 
Dx= H(|g(x)| fle’) x’ —g(x)k(y)), 
wo y ein Hilfsobjekt zweiter Klasse mit der Transformationsformel 


reer: KY) 2 


y es Cy 


ist. 
Was nun die Objekte mit der Transformationsformel (5) betrifft, kann 
(5) und (11), sowie die zu (12) analoge Formel 


r= ¢(hle@ad"|¢cox +e “|see 


wieder in (13) oder (14), z. B. in (14) eingesetzt werden: 
(17) A(G[F(x, x, ye) = 


ay 


cs F|Alecolel sg point | a ] 


g (A[g(x)]|@|) ; eS (ty 
und mit 
Bers a ee)? =—¢ 
=—Te@]?@—— Te@)l K(Y), 


fal) —=G(F|AED, age 1) 
wird hieraus 
F(x, x’, ¥) = H(|£X)| fegow@l& )x’—8 (x) K())- 
Wenn wir aber dies in (17) zuriicksetzen, sehen wir, daf 
H(\g(x)| |@:| feeverle’ Ox —g CK) = 
g'(x)x +8) S 
=H{le0| |e feveo|e’ Cle lall 88ers eH — 


— g¢2)|e\( £0 +-4}]) 


ay Cy 


nur fiir @, > 0 eine Identitat ist, fiir ¢,<O dagegen nur dann erfiillt wird, 


pe -falls 


Far (2) = fas (—2) = fa[2)) 
gerade Funktionen sind. Wenn wir denselben Gedankengang fiir (13) wieder-- 
holen, haben wir den 
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Satz 2. Fiir Objekte erster Klasse mit einer Komponente und mit der 
Transformationsformel 
(5) x =h[g(x)|@|] 
(die den Weylschen Dichten dquivalent sind) sind die allgemeinsten kovarian- 
ten Ableitungen von der Gestalt 


Dx = H(g(x) fxg [|g (2) X —2g (xk) |) 


oder 
(18) Dx = H(\g(x)|fego@l|& 0) x —E@)k()|)), 
wo y ein Hilfsobjekt zweiter Klasse mit der Transformationsformel 


| kQ) &) 
| a, Teigs 


Wir gehen zu den kovarianten Ableitungen der Objekte zweiter Klasse 
mit einer Komponente iiber. Es ist hier 


ist. 


©) r—n(29 +2)  (etag—z, 
a dx d5__ ag" (x)X — a7’ ag (x) +a;°a,—2a;*a5 
dé dé g (hler'g(x) +e") 
k(Y) Cs 3) 
pa (*O 4% 34) ane—z, 


Dx=F(x, ¥, j—H(S@o 5 a), 
also 
GIF 
| [ Se DIS) 


‘ = g(x) Cy arg’ (x)x’— ay 2 (x) + ef a;,—2a7*e3 
iy <r E+ a) @ (ler gs) + ee) | 
kQ) as ads 
| *8 +43 a), 


Diese Funktionalgleichung sollte gelést werden. Man setze 
' 9 
=e) «al eek], 10=4( 00, grap} 
so dali aus (19) 
/ , 1 9 
B(x) xX’ + B(x) — ky) 


‘ 


Dx=F(x,x",y)=Al g(x) +af 


a 
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folgt. Hier ist @,==0 ganz beliebig, so daB auch e,—1 gewahlt werden kann: 


20) Dx Fx, x, 9) =e +4 Cox’ + + 8'—K0)]). 


Wenn wir diese beiden Formelin vergleichen, haben wir die Funktionalgleichung 


(21) te fe) — f(u) 
fiir f, die, falls beliebige a, == 0 erlaubt sind, nur durch verschwindende f er- 
fillt ist, da mit ¢,—— 
—fM=f), fa)=0 
ist. Deshalb existiert im allgemeinen Fall nur die triviale kovariante Ableitung 
Dx lo (x)1. 


Fiir die Untergruppe der Koordinatentransformationen mit @,—= == 1 


= 


E 
ist (20) die allgemeinste kovariante Ableitung, da sie die aus (19) durch 
Einsetzen von @,—1 entspringende Funktionalgleichung erfiillt. 

Fiir die Untergruppe @, > O der Koordinatentransformationen folgt endlich 


aus (21) mit u—1 und ates = -—1 und a0 
f@=culz (Cu =f(1)) 
bzw. Laie 
f(2) =c.1l—z (c-1=f(—1)), 
d.h. 


f(2) = sg: V 121. 
Da die damit gewonnene kovariante Ableitung 
Dx == F(x; x,y) = 


: eye: 
H(g(2) +eafrinesteenvel | Ig (x)x pee) Ey), ] 
die Gleichung (18) fiir positive @, schon erfiillt, haben wir den 


Satz 3. Die differentiellen geometrischen Objekte (6) zweiter Klasse mit 
einer Komponente im eindimensionalen Raum haben unter dem allgemeinen 
Koordinatentransformationsgruppoid keine nicht triviale kovariante Ableitung. 


(22) 


dé 
Fiir die Untergruppen mit a, — 48 = bzw. mit @,= We > 0 sind(20) 


bzw. (22) die allgemeinsten kovarianten Ableitungen dieser Objekte. In diesen 
Formein ist y ein Hilfsobjekt dritter Klasse mit 
k at. 3a 
| ) 4 eas |. 


Cy a; Pd he 
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§ 4. Kovariante Ableitung von Objekten erster Klasse mit beliebig 
vielen Komponenten 


Fiir die Objekte mit der Transformationsformel 


~ 
(1) X=h g (x): (2:(x) = 0, ¢,--0) 
ay 
wird 
at ) 
% (as/aé 
Cex ‘ ; : , és ec 
X= [os h | g(x): ; &' (x)x’: nl as 
> Nd&/dé 
a; Qy 
OF iC oan 
+ 8(X)-| 6 = 
tt, az? 
(aus (8) und (9)) und (vgl. (2)) 
ar 
y—I|k(y)-| 1 |+] 0 (k[Z(z)] =z), 
Qj 1) 
ar} az? ay 
1 
Dx — F(x, x’, Y) =H| G(Dx)- (G[H(z)] =z), 
Q, 
d.h. 
1 
H | GIF(x, x, y)}-| 5 |} = 
a; 
es 1 fs a" 
(23) =F{h}g(x)-| 7 |],g’|h] g(-| | 8'(x)x’- ie 1 
Qy/ - a, 1 
Om : 
+e%)| 6 |}elkm] i |+] 0 
a 0 


—) 
ay Gy a; 
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Um diese Funktionalgleichung zu lésen, setzen wir 


und erhalten 
i £1 (X) 
Fix;x4 y) =H -f] g(x), g(x) x’: ae 1 
(24) \ £1 (x) 
0 
+e(x)| |), aes 
— ky) 


wo die Bezeichnung 


rosnmo nae] 8(a((%]] «A fe]h 


verwendet wurde. Das Einsetzen zeigt, dafi (24) die Gleichung (23) tatsachlich 
erfiillt, und wir haben den 


Satz 4. Fiir die Objekte erster Klasse mit der Transformationsformel 


Ny 
(1) x—h|g(x)-| : (g:(x) +0) 
‘ist 

£:(Xx) 

Dx=H sf) 2,(x), & (Xx: ae se 
(24) 2,(x) Sai 
6) 
+20|, | bo, eo 


—k,(y) 
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die allgemeinste Gestalt der kovarianten Ableitung, wo y ein Hilfsobjekt zweiter 
Klasse mit der Transformationsformel 


Ligne 0 
y—l|k(y)-| 1 ]|+] 0 
a, @) 


a} 2 
a; SOE AVE: 


ist. — Bei dim y=2 fehlt k,(y) in (24). Fiir Objekte mit einer Komponente 
geht (24) in (16) iiber. 


§ 5. Kovariante Ableitungen von Objekten zweiter Klasse mit beliebig 
vielen Komponenten 


Fiir die Objekte mit der Transformationsformel 


I~ 8) 
(2) x=h|g(x)-| 1 |+ 0 (g:(x) £0, @, +0) 
ay 
Qty? az'a,? 
wird 
l O al 
dé/dé als [: | : | 
ren Xa | ge : pees 4 | 
w=) 2 [—elnlg@,|i +|6 | giixx’-}i [+ 
| an | wo. co 

(0) 0) or io 

sis 

8) 0 : 

+ E(x) eel Gg Need Fe 
Qs Q3@,—2a5 a 
ey 7a Fives 
ee 0 
Ve EO alia 
a Ga Gs 
ie | a7?) aN $ag— arta) 
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(vgl. (3)) und 


(hy (0 
Dx = F(x, x, y)=H| G(Dx)-} 1 }+]0 
a, 0) 
i Vata, 
d.h. 
1 
rape {hk Paes 
GIF, x.y-fi +] |}—F{hfgco-]i |+-|0 |. 
ay O a, 
ay ana.) a ] - | 
hal ete lM ea |: 
(25), g’-|h} g(x)-|1 [+] 0 g (x)x’-| «| +-g(x)-|¢ + 
a 0) i x2) 
hee a: Cals ci — a, >a 
@) 
reece [il 
3 i {2 
+16 , Uky)-}! }+]o 
0 oe Oo 
ay as;— 2a; * ey ea. @; 3 @; 
GG 5 ; 
fe a; Pit hae | 


Um zu der Lésung dieser Funktionalgleichung zu gelangen, setzen wir 


g(x) kil) 


f | a 
pe x)” Gy = — &82(X), wma|sS — ky )|— £,(x) ? 
Rieala v 
£ (Uy, V, Wo, Wi, W2) = G| F Ih 5 Sona lave i" 
Pol et tt” |e] 


und bekommen den 


Satz 5. Fiir die Objekte zweiter Klasse von mehr als einer Komponente 
mit der Transformationsformel 


(2) X =h| g(x)- E el a 
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enrac ap (2:09 | 


Dx=H | ° as - fg, (x), g/(x)x’”: ong) o 


0 g(x) 
lex) lec) g(x) } 


( | 


x Ki 
+] —ecoee) | Hot) > MODE) —B00] 


§2(X)’—2k;(y) | 2 
Were nA | 


die allgemeinsten kovarianten Ableitungen, wo y ein Hilfsobjekt mit 


Pale || 


; 0 
Y= LEY Jo) oat Ome 
hy Qy as 
(a) lated aa 


ist. — (Bei niedriger Komponentenzahl kann gy, ky, k, fehlen.) 


(25) ist namlich hiermit erfiillt. 

Es sei bemerkt, da iiber die Funktionen F, die die kovariante Ablei- 
tungen definieren, nirgends irgendeine Einschrankung getroffen wurde. 

Fordert man, dafi die kovariante Ableitung nicht nur von derselben 
Klasse sei, sondern auch dasselbe Transformationsgesetz wie x habe, so wird 
in unseren Formeln 

G=-¢; H==h 

und in den Satzen 1, 2 sind nur (16) und (18) zu nehmen. 


(Eingegangen am 8. Juni 1956.) 


Literaturverzeichnis 


[1] J. Aczét, Beitrége zur Theorie der geometrischen Objekte. III—IV, Acta Math. Acad. Sci. 
Hung., 8 (1957), S. 19—52. 

[2] S. Gotan, Uber den Begriff der kovarianten Ableitung, Nieuw Arch. v. Wisk. (3), 2 (1954), 
S. 90—96. 

[3] S. Gotan, Dérivée covariante des objets géométriques, Ann. Pol. Math., 1 (1954), S.107—113. 

[4] J. A. Schouten und D. J. Strum, Einfiihrung in die neueren Methoden der Differential- 
geometrie. I (Groningen, 1935). 


ON THE FACTORISATION OF FINITE ABELIAN GROUPS 


By 
ARTHUR D. SANDS (Glasgow) 
(Presented by G. Hajés) 


§ 1. Introduction 


Let G be a finite abelian multiplicative group. Let A and B be subsets 
of G; then the product AB is defined to be the set of all elements a6 with 
acA and 6¢€8. AB may contain the same element many times. If AB con- 
tains each element only once and if every element of G is in AB, then we 
write AB=G and call this a factorisation of G. 

A subset A of G is said to be periodic if there exists an element g 
of G, different from the identity e, such that gA—A. A group G is said to 
be good“ if in every factorisation GAB at least one factor is periodic. 
Otherwise it is called "bad“. G. Hajos ([4], p. 161) gives a method which 
he claims will give all factorisations of a good group. In § 5 we point out 
a slight correction needed in this method. This problem remains unsolved 
for bad groups. 

In this paper we shall deal mainly with finite cyclic groups. N. G. DE 
BrulN has put forward the following conjecture ([2], p. 371): if G is a finite 
cyclic group, AB=G, and A has a prime number of elements, then either A 
or B is periodic. In § 3 we prove the following generalisation of this con- 
jecture: if G is a finite cyclic group, G=AB, and the number of elements 
in A is a power of a prime, then either A or B is periodic. 

Groups of type (p*,qg) and (p,q,r), where 4 is a positive integer and 
Pp, g and r are distinct primes, and all subgroups of them, have been shown 
‘to be good.' The groups of types (p’,q°), (p°, 4,7) and (p,q,7,s), where p, 
g, r and s are distinct primes, are shown to be good in § 4. All other finite 
cyclic groups are known to be bad.’ 


1 See N. G. ve Bruyn [1], p. 259. 
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§ 2. Preliminaries 


if AB—=G and g and fh are any elements of G, then (gA)(AB) = 
—ghG= G. It follows that we need only consider those factorisations for 
which e€A and e€B8, as all other factorisations may be obtained from them 
by the above method. . 

If G is a finite cyclic group and g is a generator of G, then a subset 


A of G consisting of the elements g%, g%,...,g* iS written as A=) g%. 
| 


If A and B are subsets of G with A— >  g@ and B= > gf, then AB= 
cl | 


‘1 


=(Ser|[Se"] where the multiplication is carried out as though Y 
as | i=) 

meant addition and the distributive laws held. Thus, for the purposes of 
multiplication, we can regard A and B as polynomials in g provided that 
the addition of indices is carried out modulo k, where & is the order of g, 


i. e. that the polynomials are multiplied modulo (g*—1). If we replace g by 


n m 


x and write A(x) = >) x*' and B(x) = >} x?', then we have the relationship 
t=1 t=1 


A(x) B(x) = AB(x) (mod (x*—1)). Since g is a generator of G and A and 
B have n and m elements respectively, if AB—G we have k—nm and 


A(x) B(x) = (1 + x+2x7+---+x" 1) (mod (x"™—1)). 


Now, if x is given the value e, where @ is any (nm)th root of unity, we 
have A(o)B(o)=1+o+---+e""'!, and if e=-1 the right-hand side is equal 
to zero.” 

Similarly, if g,,2,...,@- is a set of independent generators of G of 


orders ny, My,..., Ms respectively, then we can write subsets A and B as 
Xx m 
ae ae ., aa et De 
Ae By By Bi ea se Raa oe 


and AB is obtained by multiplying as before. This relationship can be re- 
garded as one involving polynomials in several variables and will remain true 
provided that the exponents of each g; are added modulo n;. We shall find 
it convenient to regard one g; as an indeterminate and replace it by x and 
to replace the others by roots of unity of appropriate orders. Thus we obtain 
a relationship between polynomials in a single variable x with coefficients 
which are roots of unity, the multiplication being carried out modulo (x"; —1). 


2 This idea is due to L. Répel. 
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It will be realized from the above discussion that the cyclotomic poly- 
nomials will play an important part in this treatment of the problem. It is 
well known that the cyclotomic polynomials are irreducible, to the extent of 
a constant factor, over the rational field. We now prove the following exten- 
sion of this result: 


THEOREM 1. /f F(x) denotes the nth cyclotomic polynomial, then F,,(x) 
is irreducible, to the extent of a constant factor, over the field of the mth roots 
of unity if m and n are relatively prime. 


Proor. Let @ be an nth primitive root of unity and o an mth primitive 
root of unity. Let G(x) = >} a,x", where a, = >) b,,.0° and the b,,; are inte- 
gers. Suppose that G(e)—0. Then to prove the theorem it is sufficient to 
show that G(e’)—0 for all positive integers d relatively prime to n. We have 

GX) = Dax =D (Dd 6,092, 
0= G(e)= > b,,,0°0". 


For each pair of integers r,s let ¢,,, be the unique integer such that 
it), ns t.=-s, (modm)-and 4..=—r (mod). Then 0—G(o)= 
= >'d,,,(e0)"’. But eo is an (nm)th primitive root of unity and the coeffi- 
cients b,,; are integers. It follows by the irreducibility of Frm(x) over the 
rational field that (e0)* is a root of H(x) = > b,,.x""* =0, whenever d and 


nm are relatively prime. 

Consider the set of n numbers 1, 1+ m,1-+2m,..., 1+(n—1)m. These 
form a complete set of residues modulo n. Hence among them are P(n) 
numbers incongruent modulo n and prime to n. Let d=1-+-cm be any such 
number. Then d and n are relatively prime and d and m are relatively prime. 
It follows that d and nm are relatively prime. Then 


Ge’) = Db, 0°70" = D br, (00) = H((e0)") =O. 


Lemma 1. Jf p is a prime number, p*—n, where 4 is a positive integer 
and p is not a divisor of a positive integer m, then 


LL Faas) ae (xe —1)/(xr/? —1). 


PROOF. 


Tae) 1 LIAO LE Fal) Se Ge— Com — 0. 
d|m dlnm d 


nm |p. 


5* 
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Lemma 2. /f N= p*q"M, where p* =n, g* =m and p and q are primes not 
dividing M, A(x) is a polynomial of degree less than N with non-negative 
integral coefficients and Frma(x) divides A(x) for each divisor d of M, then 
A(x) can be expressed as 

A(x) = 


ap (x) + 7 Ar) 


eo a 


where A,(x) and A,(x) are polynomials with non-negative integral coefficients. 


Proor. We make repeated use of Theorem 1 of [2] (p. 372) to show 
that such - representation exists with polynomials with integral coefficients. 


Let VM ID, where the numbers 7; are distinct primes. Then from 


Fy (x) A(x) it follows by Theorem 1 of [2] that 


TAP @+> Se rs 


1) 
Na i ae i. 5 Ans eo} 


Q AQ=3= P+ ae 
Now, if s is a prime dividing N, then, by Lemma 1, Fyy,,(x) divides 
(x¥—1)/(x**—1) if and only if ss=r,. Therefore, since Fyj,(x)|A(x), it fol- 
lows from (1) that Fyyjn,(x)| Ay (2). Hence 


x lr 


ke Ir}, 
AY (x) = Sarma Be) + x hk mB 7(X) + 


je | Nip Nir; 


al Os 
ey eae TP t+ 


~B, (x), 


the last term only occurring if 7, =2. Now substituting this expression for 
A\)(x) into (1) and writing 


xX — oo ae xXiP—] 
x pre re ae (x) = = 1 : iPr aq B,(x) 
etc., we have 
a el (2) 9 
AQ) = Ay P@+> — Ar (x) + 
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the last term only i ibs Wy ze 2. ees in this way we finally obtain 


(2) A) = ae Aol) + ye Aa). 


vi 
Now the method of proof of Theorem 2 of [2] (p. 374) (with »—N/pq) 
can be used to show that A,(x) and A,(x) can be found to satisfy (2) and 
have non-negative integral coefficients. 
This completes the proof. 


§ 3. Factorisations in which the number of elements in one factor 
is a power of a prime 


LEMMA 3. /f G is a finite abelian group and AB—=CG, where A has 
two or three elements, then either A or B is periodic. 


PROOF. (i) Suppose that A has two elements e and a. Then {a,e! B—=G 
and so 
did-e) B= {a a} b-=aG=C: 
Comparing these two statements we see that a?B—eB. Therefore B is pe- 
riodic or a’= e, in which case A is periodic. 
(ii) Suppose that A has three elements e, a and 6. Then 


(3) i¢,.d, 0} Ba=G 
and 
(4) aie, ¢,0} B=={o, @, ab} B= G. 


Comparing (3) and (4) we have {e, 6} B= {a’,ab}B. lf bB and abB have 
an element in common, then B and aB must have an element in common. 
But this contradicts (3). Therefore e8—abB and bB—a’B. Hence B is 
periodic or e=ab and b—a’. In the latter case A is periodic. 

This lemma holds for all finite abelian groups, cyclic or non-cyclic. But 
in the non-cyclic case it cannot be extended to any number greater than three 

We shall assume throughout the rest of the paper that G is a finite 
cyclic group. 

THEOREM 2. If G is a finite cyclic group, GAB, and A has p* ele- 
ments, where p is a prime, then either A or B is periodic. 


Proor. Let the order of G be N= p*n, where p*==m,p¥n and 4=u. 
Let p*!—v. Let a and 6 be generators of G of orders m and n respect- 
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ively. Then g—ab generates G and we may suppose that 


pov 
Se! 


pv 
A= >) a% 08 = 2, 2", 
= f 


= =] 


N/pv N/pv 

= >> 
B a » avi bei ae gE” , 
1=1 ‘= 


where @, = {= "21=4,—=4—="%=O0and0 Sa:cm, 0=f; <0, 0=7<N, 
Osi;<m, OSui<n and OS%<N. Then @;—y; (modm), B= 
(mod n), 4; = 1%; (mod m) and «=v; (mod n). 

Let 


Ee 4 
Aa(x)= 2x%, Box) = 2 x, 


pv N/pv 
A= 2x, BR) = 2 x". 
i=! 


Then from AB= G it follows that 
A.(x) Ba(x) =n(l+x+---+x™ 1) (mod(x"™—1)). 


Therefore for each divisor r of m, with r> 1, F,(x)|Aa(x)B.(x) and so 
- F,(x)| Aa(x) or F,(x)| B(x). Since FC) =p, Ac(1) =p? and B,(1) =p" “nit 
follows that F,(x)|A.(x) for precisely « such divisors r of p*. Let these be 
T1,To,.+-, 7. with r, >r,>--->r,.. We now use these results to show that 


Pp v 


« . a 
there can be no two equal e; among the exponents occurring in >) x. Sup- 
‘ —. 


pose that two such q@; are equal. Reduce the exponents of A.(x) modulo r, to 
(1) 


give A\’(x); then F,,(x)|A\’(x) and the degree of A‘’(x) is less than r,. 
Therefore 


AD (x) = (LE xt wes xP) AM) (x) 


and the degree of A’?(x) must be less than r,/p and so its coefficients must 
be positive. It follows that one coefficient in A‘’)(x) must be at least 2. 
F,,(x)| AX?(x) and therefore F,,(x)|A‘'?(x). Reduce the exponents of A‘?(x) 
modulo r, to give Al’(x). Then F,,(x)|A\’(x) and so 


Ag? (x) = (1 Fx? ey EP) AS). 


As before one coefficient in AS (x) must be at least 2. Continuing in this 
way we finally obtain 


Aa(x) = v(1 + x7H os fx MP AMX) (mod (x""—1)) 


ON THE FACTORISATION OF FINITE ABELIAN GROUPS Ff 


with one coefficient of A““(x) at least 2. It follows that the sum of the 


coefficients in A,(x) is at least 2pr. But we know that it is pv. Therefore 
pe 
no two @; occurring as exponents in ET are equal. 


i=l 


Now from A8&8—CG it follows that 
A(x) B(x) =(1+x+-+-+x%"!) (mod (x¥—1)). 


Therefore for each divisor d of N, with d>1, Fi(x)|A(x) B(x) and so 
Fa(x)|A(x) or Fi(x)|BQ). 

If Fma(x)|B(x) for all divisors ad of n, then, by Lemma 1, 
((x¥ — 1)/(x*”—1))|B(x) and so g¥” is a period of B. 

Thus we may assume that for some divisor d of n, Fya(x)|A(x). Let @ 
and o be primitive roots of unity of orders m and n respectively. Let n = dk. 
Then «+—go* is an (ma)th primitive root of unity. Therefore F,.a(v) =O. 


pv pv 
Hence A(t) 0. Thus > rv = >, 00% =0. It follows by the irreducibility 
2=1 <==] 
pv 


of Fy,(x) over the field of the nth roots of unity that F,,(x) | > xo. 
: Jom 
Therefore 


pv 
»2 xi o*Bi ae (1 + xm/p ae Be + x@-Dmip) C(x), 
pt 


where the degree of c(x) is less than m/p and its coefficients are from the 
field of the nth roots of unity and so in this case must be powers of 0. Now 
using the fact that no two a@; are equal, it follows that the exponents occur- 
ring in c(x) must be 0=—t4,h4,...,f with <&£<---<t,< m/p. Thus the 
numbers @; are 
m 
P 
and the coefficients of xt, xt7?,...,xiHe-~/P are equal for each / 
(j=0, 1,..., 7). Thus the corresponding numbers kf; are equal modulo n and 
so the corresponding numbers 4; are equal modulo d. Conversely, if the cor- 
responding numbers #; are equal modulo d, where din, then Fya(x)|A(x). It 
follows that if Fina(x)|A(x) so does Fy.(x) whenever c\d and also that if 
Fna,(x)|A(x) and Fya,(x)| A(x) so does Fina,(x)|A(x) where d; is the lowest 
common multiple of d, and d. 

If Finn(x)|A(x), then Fyna(x)|A(x) for all divisors d of n and so 
((x¥ — 1)/(x¥’?—1))|A(x) and g’” is a period of A. 

Let w be the greatest divisor of n such that Fmu(x)|A(x). We may 
suppose that w <n. Then, for any divisor d of n, Fma(x)|A(x) if and only if 


m m 2m . m 
ee et fie eel (Dl yar, 
1 2 it a fies Ce p +(p i 
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d\u. The information about A(x) which we have above can now be written as 
v p-l 
A(x) = Ss > xtitsm p+k; .m 
— a 
i=I s=i) 


where, for each 1, 


m 


tet SF + kg, bet a +ki.,m (modu), 


and so 
Si + kis) =Satkis,p (mod u) 
for each pair s, and s (0O=s,<p, O0O=5S,<p). 

Let 91, q2,---, qx be the set of prime numbers such that there is a power 
of each g; dividing n which does not divide uw. Let the greatest powers of 
gi dividing u and n respectively be g® and g%. Then 0;<e;. Then, for each 
x:, with 0d;< %; = &, Fnqxia(X)| B(x) for every divisor d of n/gti. We now 
make repeated use of Lemma 2. From Fygsa(x)|B(x) for all divisors d of 
n/q} it follows that 


(5) B(x) = ((@%—1)/(0*? — 1)) Bix) + (x7 — 1/9 — 1) ) Ba), 
where B,(x) and B,(x) have non-negative integral coefficients. Let 5,(x) be 
chosen to satisfy this so that the sum of its coefficients is a maximum. Now, 
if db: <<&—1, Frgs-1a(x)|B(x) for all divisors d of n/gi'. But, by Lemma 1], 
all these polynomials divide (xY—1)/(x¥”—1) and do not divide (x¥—1)/ 
/(xX'x—1). Therefore they divide B,(x) and since the degree of B,(x) is 
clearly less than N/q, from (5), we have 

By (x) = ((x/%— 1)/(x?— 1)) Bo(x) + ((x¥!%)/(x¥/4!— 1)) Ba, (X), 
where B,(x) and B,,(x) have non-negative integral coefficients. Substituting 
in (5) we see that B,(x)—O from the maximality of B,(x), and we obtain 

B(x) = ((x¥— 1)" —1)) Bi(x)+ (= 1) — 1) Ba); 

Continuing in this way we reach 

B(x) = ((x¥—1)/(x¥”—1)) By (x) + (1) — 1) Be @). 
Now we have Frngisa(x)|B(x) for every divisor d of n/gy and so for every 
divisor d of n/qp-%g%. Applying this to the above expression for B(x) and 
continuing in this way we finally obtain 

B(x) ==({7—1)) (2 — 1 )) BX) Ce 1) Bea 

= ((x¥— 1) (x? —1)) Bi(x) ++ (x — 1) /e™ — 1)) Bu(x), 


where the coefficients of B(x) and B,(x) are non-negative integers. 
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Now consider the number of exponents in A(x) B(x) which are con- 
gruent modulo mu. If one exponent arises from ((x* — 1)/(x"™—1)) Bu(x) A(X), 
then all possible exponents congruent to it modulo mu arise from this term. 
As no element in AB is taken twice there is no repeated exponent in A(x) B(x). 
Thus if one exponent arises from ((x”—1)/(x”—1)) B,(x) A(x) there can be 
no exponent congruent to it modulo mu arising from the other term and so 
all such exponents must arise from this term. Suppose that some coefficient 
in B,(x) is non-zero. 

(x¥ — 1)/(x¥/P— 1) = 1+ xNP po. 4 xe-DN ip, 

Now the numbers 0, N/p,2N/p,...,(9—1)N/p are congruent to 0, m/p, 
2m/p,...,(p~—1)m/p (modulo m) in some order. Let 4; N/p be congruent to 
jm/p(modulo m). Then hj,N/p+ti+s,m/p+k;,.,m is congruent to A;,N/p-+ 
+t -+S8,m/p+ki,s,m (modulo mu) if and only if /,+s,—/j,+s,(mod p). For 
h;N/p=j,m|p-+w;,m and h;,N/p=j.m/p+-w;,m and so the two numbers 
are clearly congruent modulom. Further (4;,N/p+ti+s,m p+ ki,s,m)— 
— (hj, N/p + t+ s.m/p + ki,s,m) = (h;1m/p—h;,m/p) n + m/p(si+ kis, p—S.— 
—k;,,,p). But ujn and s,+k,;p=s,+k;s,p (modu). Therefore the two num- 
bers are also congruent modulo w and so since pu are congruent modulo 
mu. \t follows from the condition /,+s,—/,-+ s, (mod p) that whenever one 
exponent occurs from ((x¥—1)/(x*”—1)) B,(x) A(x), then the exact number of 
exponents congruent to it modulo mu is a multiple of p. But the total num- 
ber of such exponents is N/mu—=n/u, which is not divisible by p. 

Hence B,(x)=0O and ((x%—1)/(x™—1))|B(x). Therefore g” is a 
period of B. 

This completes the proof. 

The groups of type {p*}, {p*,q} and {p,q,r}, which have already been 
shown to be good by HajOs, REDEI and DE BRUIJN, are seen to be good as 
an immediate consequence of this theorem. The case of Theorem 2, in which 
u=1, i. e. A has a prime number of elements, is a conjecture of N. G. DE 
BRUIJN and is equivalent to a conjecture of his concerning a factorisation of 
the integers considered as an abelian group under addition.’ From the second 
form of the conjecture he deduces a result concerning A-bases for the set of 
integers.’ It is possible, by using Theorem 2 and the result of Hajos, that if 
in a factorisation of the integers one factor is finite then the other factor is 
periodic, to find all factorisations of the integers in which the number of 
elements in one factor is the power of a prime.‘ For if m is the period of 
the infinite factor, then we obtain a factorisation of the cyclic group of order 


3 See N. G. ve Bruyn [2], p. 371, and [3], pp. 240—242. 
4 See G. Hajos [4], pp. 160—161. 
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_m in which one factor has p* elements and, by Theorem 2, the method of 
Hajos ([4], p. 161) gives all such factorisations. Thus by letting m run 
through all multiples of p* we can obtain all such factorisations. 


§ 4. Good groups 


In this section we show that the three remaining undecided types of 
cyclic group are good. In each of these groups Theorem 2 covers all but 
one essential type of factorisation. The remaining factorisation has to be dealt 
with as a special case and in the case of (p,q,r,s) this is done by a lengthy 
direct application of Theorem 1 to each of the different possibilities arising. 


THEOREM 3. /f a group G is of type (p°,q>), where p and q are differ- 
ent primes, then G is good. 

Proor. Let AB=G. The essentially different cases which have to be 
considered are those in which A has p elements, p° elements and pq elements. 
Let pq ==: . 

The first two of these cases are covered by Theorem 2. 

Let A have pq elements. Let @ be a generator of G. Let 


Let 


pa 
A(x) = > x% and B(x)= > x". 
i=l p= 


Then 
A(x) B(x) = (1+ x+---+x"'!) (mod (x"—1)). 
Therefore F,,(x) divides A(x) B(x) and so F,(x)|A(x) or F,(x)|B(x). Since 


A and B have the same number of elements we may suppose without loss 
of generality that F,,(x)|A(x). Then, by Theorem 2 of [2] (p. 374), we have 


A(x) = ((x"—1)/(x"? —1)) fol) + (" —1)/""—1)) fa) 


where f,(x) and f,(x) are polynomials with non-negative integral coefficients. 
Now 


AQ) = pa = pf) +afi(\). 


Therefore either f,(1)—=q and f,(1)—0O or f,(1)=0 and f,(1)=p. In the 
first case f,(x) =O and ((x"—1)/(x"?—1))|A(x), i. e. g”? is a period of A. 
In the second case f,(x) =O and ((x"—1)/(x""—1))| A(x), i. e. g"” is a pe- 
riod of A. 


ON THE FACTORISATION OF FINITE ABELIAN GROUPS 75 


THEOREM 4. If a group G is of type (p’,q,r), where DP, q and r are 
different primes, then G is good. 


Proor. Let a, 6 and c be generators of G of orders p®, g and r re- 


spectively. Let e, o and t be primitive roots of unity of orders p, g and r 
respectively. 


Let AB=G. 


The essentially different cases which have to be considered are those 
in which A has p elements, p° elements, g elements and pg elements. 

The first three of these are covered by Theorem 2. 

Let A have pq elements, then A has pr elements. Let 


pq-l 


A=> atc’ and B= > a BM c%, 


1=0 


Then, from AB—G, we have 


(> "| bs x | =Pritxs.4-xt1) (mod Gt—1)). 


i=0 =0 


pq-l pr-1 


Therefore F,(x)| > xt or > xi. But F,(1)=@ and qgypr. It follows that 
1=0 i=0 


pq-l 

F,(x)| >) x’. Hence the numbers §; must be 0,1,...,g—1 and each must 
10 

occur p times. Similarly it can be shown that the numbers 7; are 0,1,...,7—1 


each occuring p times. Also from AB=G we have 


(pq-1 \ (pr-1 ; 
pg > x ‘|= 
tas J Kite) 

=gr(l1+x+---+x—1) (mod (x”—1)). Therefore F,»(x) and F,(x) are 
divisors of the left: hand side. Since F,2(1)—F,(1)=—p it- follows that F,2(x) 


pr-1 


divides either cS ae pa x’ and that F,(x) divides the other. 


Repairs a, b sie c by e@, o and t respectively we have 


pq-1 pr-1 
[So oS of oto te” = 0. 


Since g and r may be interchanged we may assume, without loss of gener- 
pq-l pq-l 


ality, that > eo%r% =0. It follows that F,(x) oe o%vix*i and so that® 


i=0 , 


5 This notation means that the summation is to be taken over those 7 for which 
8,=0 etc. 
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We know that each number ; occurs precisely p times and so that there 
are p elements in each sum. 

Let Az,n(x) = a arix"§ — Pa for kK-=Eh (k=0,1,...,9—1; 

i;8;=k i;pj=h 

h=0,1,...,g—1). Then @ is a root of Ax,,.(x)—O and so, by the irredu- 
cibility of F,»(x) over the field of the rth roots of unity, F,(x)|Ax,n(x). Since 
there are 2p terms in A;,(x), either Ax,.(x) is zero or else the exponents 
of xare m,n,m-+p,n-+p,...,m+p’>—p,n+p>—p whereO=m<p,0=n<p 
and m may be equal to n. 

If for some pair k, A, Ax,,(x)--0 and m=—En, then the coefficients of 
x, xm?,...,x™+"-P are equal and the’ coefficients of x", x™?,...,x"? are 


equal. If r= 2, ts1—-—v* is impossible and so m,m-+p,...,m-+p*—p 
must occur as exponents in >) x* and n,n+p,...,n+p’—p as expo- 
i;8;=k 
: fe Se . ye a 
nents in |> x” or vice versa. Hence > 0%'r’'—O and so it follows that 
i;8;=h i;p;=k 


> o%'t%'=0 for t=0,1,...,g—1. Then F,»(x)| > x*'r” and it follows 
i;B;=t 


5 — 
4;B;=t 


:B;= 
easily that the numbers «; are equal to m,m:+p,...,m:+p°—p and that 
all y; in this polynomial are equal. Thus a’ is a period of A. 


If r—2, then ts ——* is a possibility since tT =—l. Let us suppose 
that > o*'(—1)"'=+- 0. Then these exponents «@; are not all congruent to m 
i;p;=k 


nor all congruent to n modulo p. The complementary sets of e@; congruent 
to m and to n modulo p must occur in » o“. Let A’ be different from &, 


— 
i;py=h 
O<Ah' <q. If Ax,w(x)=0, then |> x” contains the same @; as >) x”. 
t;B;=h’ t;B;=k 


If Ax,n(x) = 0, then » x contains the complementary sets of «; and so 
i; p;=h' 
>? x". Now, since r—=2, p and g are odd. Also F,2(x) or 
i;B;=h 


the same «@; as 


pq-l 


F,(x) divides >’ x’, But if F,(x) 


pq-l 
>» x“, then there are the same number 


= +=0 
of @; congruent to 0, to 1,... and to p—1 modulo p. This is impossible 
since we have seen that every @; is congruent to m or to n modulo p and 


pq-l 

>) x*', then there must be the same number of @; 
equal to m, to m-+p,... and to m-+-p’—p. This is impossible since m itself 
occurs say with those 6;— A’ such that A;,,(x)=0O and some other number 


congruent to m modulo p occurs with those h’ such that Ax, .(x)--0, and 


that p is odd. If F,»(x) 
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there are g such numbers /’ altogether and g is odd. Therefore Dy o'(—1)"=0 
i;B;—=1 

and a? is a period of A as before. 2 

If Aj,n(x)==0 for some pair k, A but for every such case m—n, then 
the coefficients of x”, x"+”,...,x"+?*-P are equal. The coefficients consist of 
sums or differences of two powers of t. They may be of the type r+ 7%, 
Ti— Tt, or —t" —t*, If r== 2, different types cannot be equal to each other. 
But neither the first type only nor the last type only can occur as there must 
be both plus and minus signs in A,,,(x). Therefore, if r--2, the second 
type only can occur. Now, as A;,,(x)=+ 0, the coefficients cannot be zero. It 
is then easily seen that all the powers of + with a plus sign must be equal 
and that all the powers of + with a minus sign must be equal. Also, from 
the fact that only the second type occur, it follows that the numbers «; for 
which 6;—k are all congruent to m modulo p but that no number occurs 


twice. Hence these numbers are m,m-+p,...,m+p’—p. It follows that 
> or” =0. Thus, as before, a” is a period of A. 
1;B;=k 

If r=2, then t= —1 and all the coefficients must be +2 or —2 


(O cannot occur as Aj;,7,(x)== 0). If all are +2, then y;—0O when §;=—& and 
yi =1 when 6;—A. Since there can be no repeated element in A, there can 
be no repeated @; with 6;—k, y;—O and so the numbers @; occurring with 


8:=k must be m,m+p,...,m+p’—p. Then > o%'c'—0 and @ isa 
i; B;=k 
period of A as before. Similarly, if all the coefficients are — 2, a” is a period of A. 


There remains the case when all Ax,,(x) are zero. Then we have the 
coefficients of each x” in Ax;,,(x) equal to zero. Therefore for all k,A,¢ 


Seu! vy eae ni =a 0 
t;p;=k 1;B;=h 
a;=t a,=t 
From this it follows that F.(x) divides >) x%— > x Theres 


5B; =k, a,=t i pp hae 
fore either this polynomial is identically zero and so contains the same 7; 
in each sum, or else one sum has the numbers y; equal to 0,1,...,r—1 
and the other sum is empty. This is so since no y; can occur twice in either 
sum, as this would give a repeated element in A. It follows that any given 
@; occurs thé same number of times with each §; or else r times with some 
6, and not at all with others. Each ; occurs p times and from F,»(x) or 


pq-1 
F,(x)| >) x“! there at most q of any @;. So those «; occurring with each 6; 
i=0 


occur only once with each 6; and from the above occur with the same 7. 
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eo 1 
If Fy»(x)| > os x"', there are g exponents «@; occurring between O and p—l, 
rl) 
RS 1 


between p and 2p—1,..., and between p’-—p and p’—1. If F,(x) pa xo 


there are g exponents «@; congruent to 0, to 1,..., to p—1 modulo p. There- 
fore, since r/qg, there can be no @; occurring in sets of r. It follows that 
b is a period of A. 

This completes the proof. 


THEOREM 5. /f G is a group of type (p,q,1, 5S), where p,q,r and: s are 
different primes, then G is good. 


Proor. Let a, 0, c and d be generators of G of orders p, g, r and s 
respectively. Let 90, 6, + and w be primitive roots of unity of orders p, g, r 
and s respectively. 

Let AB=G. We have to consider the case in which A has pq elements 
and the case in, which A has p elements. 

The second of these is covered by Theorem 2. 

Let A have pq elements. Then B has rs elements. Let 

pq-1 rs—1 


A=» a%bPictid’®’ and B= > a’ibtic’id™. 
Saat} 


1=U 


We assume that a= =%=0)=—A) = bo = % =%—O. Then, it can be 
shown, as before, that the numbers @ are 0,1,...,9—1 each occurring q 
times, that the numbers (; are 0,1,...,g—1 each occurring p times, that the 
numbers v; are 0,1,...,7—1 each occurirng s times, and that the numbers 
mw, are 0, 1,...,S—1 each occurring r times. 

On replacing a, 6, c and d by roots of unity of suitable orders we 
obtain, as before, products of sums of complex numbers equal to zero. We 
shall make use of the fact that one or other of the corresponding sums arising 


from A and from B is zero in each case. We may suppose, without loss of 
pq-l 
generality, that >) 00°17!’ = 0. 
=A) 
We show that G is good by consideration of the various combinations 
of sums of products of two roots of unity, one @ or o, the other + or o, 
equal to zero. 
pq- 1 
(6) 2, Cig == 0 
i=V 
po-4 
implies that F,(x)| >) x*'r% and so that 
ix=0 
Seer is 


t,4,;=0 t;e;=1 t;a;—=p-1 
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Since there are q elements in each of these sums, there must be precisely 
the same powers of + occurring in each sum. Therefore yi consists of g blocks 
of p equal elements if (6) holds. Similarly 


pq-l 
(7) oS ov wm = O 
i=0 


implies that 0; consists of g blocks of p equal elements, 


pq-l 


(8) >, iri =0 
=0 
implies that y, consists of p blocks of g equal elements, 
pq-1l 
£9). > oi =0 
+—=0 
implies that 0; consists of p blocks of g equal elements, 
rs-1 
(10) oe it —=0 
f i=0 


implies that 4; consists of s blocks of r equal elements, 


rs-1 


(11) > ow =0 
= 


implies that 2; consists of r blocks of s equal elements, 


rs-1 


(12) Die MN 


=) 
implies that wu; consists of s blocks of r equal elements, and 


rs-1 


C13) i+ 2: 2 Fat =0 
implies that «,; consists of r blocks of s equal elements. 

From AB=G_ we have (6) or (10) true, (8) or (12) true, (7) or (11) 
true and (9) or (13) true. 

We consider the possible cases arising from these results. 

(i) (6), (7), (8) and (9) true. 

(6) and (8) imply that all y; are equal. 

(7) and (9) imply that all 0; are equal. 

Since there can be no repeated element in A and there are only pq 
different pairs (@:, 6) each of these pairs must be present precisely once 
and so ab is a period of A. 
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(ii) (6), (7) and (8) true. 
(6) and (8) imply that all y; are equal and so that y;—O for all 7. 
he 1 pq-1 
Therefore from > Peed %¢% @*i — 0 it follows that > o'o%i*' = 0. There- 


on : 41==0 1=0 
fore F,(x)| > em x". It follows that 


i=0 


D Cat = 
i;B;=0 i; 8;=1 ‘;6;—¢-1 


pq-1 


But, from (7), > oo =0. Therefore for each k (k=0,1,...,qg—1) 
+=0 


>. om‘ =0. But we know that each number 3;—f occurs p times. Now 
i;B;=k 
F,(x)| a xi’, It follows that the numbers «@ in each such sum are 


Oa ae eet and that all 0; in each sum are equal. 
irene a is a period of A. 


(iii) The other cases involving three of the first four relationships holding 
true are similar to (ii). 
(iv) (6) and (8) true, (11) and (13) true. 
(6) and (8) together imply that all y;—0. 
pq-1 
If >’ 0%'o"' —0, then it follows easily that the pairs (@;, 6;) consist of 
1=0 
all pairs (k,h) (O=k<p,0=h<gQq) each pair being taken precisely once. We 
pq-l 
have assumed that >) 0*'0*'2%'m*'—0. Since y, =O for all i it follows 


1=0 


po-1 
that >’ 00"! @m = 0. Then 


i=0 


3 Os ee a a One sO: see o% ae a; 6; 
aye 0°oO* => —< OE 2 A= OO 
t;B; =—() t3Bs=1 ‘;8;= q-1 


But we know from the above that, with each (;, e; occurs as 0, ly cee 
It follows either that all 0; are equal in each sum and so that a is a period 
of A, or that the same 0; occur with the same @ in each set of p and so 
that b is a period of A. 


pq-l pq-1 
Since y; =O for all i, if 2 o'o°'¢%i =O then me 0” 'o?i —0 and A is 


4) = 
periodic as above. 


rs-1 rs-1 


Thus we may assume that »>'o‘o"'—O and that > oo"'c’'—0, 
= 


= i=( 
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pq-l Ne tt 


If > e%c%w =0, then > o“'@' =0 which is (7). Then from (6), 


I=) im) 
(7) and (8) we have A periodic as in (ii). Thus we may also assume that 


a etn —0 
r==0 
~ S 1 
From 20 ‘a ‘v’'=0 we have F,(x)| > 0’‘o"x” and so that 
ty = 
w Ay i \7 Ne ie Se Le te 
Ree ieee > 00 = D> oot = 0. 
-? $770 150; == i; v,=r-1 
rs—l 
Sa) Aj . A; pe Sigg ot 
But 26 o''—=0. Therefore >) 0c‘ —0 for k=0,1,...,r—1. Similarly, 
4=0 45V-—=K 
rs-1 
from ah t'w'=0 and (11) we have Pa Po O. Now there are 
i=0 15v5— 


s elements in each sum and Eaias, > ox. Therefore in each sum 
; k 


‘37, 


%:=0,1,...,S—1 and all the 2; in each sum are equal. Thus >) 0”o*i—0 


43 Vek 


becomes o”’* > oi =0. It follows that q divides s. Since this is not pos- 


_ 
1,45 


sible A must be periodic. 
(v) (7), (9), (10) and (12) true is similar to (iv). 
(vi) (6), (7), (12) and (13) true. 


rs-1 
(12) and (13) imply that 4; —0 for all i; Then >’ 0% 0% — implies 
: i=0 
rs-1 pq-l 


that as oi = 0 and so that p|rs, which is not possible. Therefore PO Tati 0 


i=0 
rs— is 


and the pairs (@:, @;) consist of every pair taken once, as before. 2 ipwiz%i—0 


and Sere imply (10) and (11) true. In this case cd can be shown 
to be a period of B as ab was of A in (i). 

From symmetry we may assume without loss of generality that 
Se a:g6i7¥i (0. Then from (6) it follows, by an argument used before, that 
3S o%t%i=O0'for K=0,1,...,g—1. Since in each sum e;—0,1,...,p9—1 


4; Bk 
pq-1l 


we have that all y; in each sum are equal. If also >, o%ioFic% = 0, then from 
=0 


(7) it follows that >> e%im*i—=0 and so that all 0; in each sum are equal. 


k 


1; B= 


6 Acta Mathematica VIII/1—2 
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rs-1 


In this case a is a period of A. We may therefore assume that 20 idtim™ =OF 
rs~1 rs-1 


and thus that >’ 0” iwi =O, since all u;=0. If now > iT Mee () ier 


1=0 i= = 
> erin" =0 for K=0,1,...,r—1. But we know that each v; occurs $ 
4; ¥j;=k 


times. It follows from F,(x)| » >” ovix*i that the numbers x; are 0, 1,...,s—1 


1, ie 
and that all 2; are equal in each sum. Thus d is a period of B. 
a 1 pq-1 
We may therefore assume that > 2, Tos 0 LE. that > o%it%iwi=0. J 


= i=0 


We now have the following relationships: 


pq-l pq-l 
= j Cea 
‘> 0% oF TYi WX = 0; De 0% Fi TVi = 
i=0 s=(0) 
bk prt — 
> 0% TV oti —0; >, o“itvi=O and pes oi oFi = 0. 
1=0 i=0 i=0 
From these it follows that a 0% Ti w*i =O and _ that DS e% tri =O 
1; B;= k i; Bj=k 
for k=O, 1,...,¢g—1. Therefore Ss" 0“: 7vi=0. But there are p 6; equal 
3B 6 ] 
ts Pp=k, OG" P 


to k and so less than or equal to p cases in which we have 0;=—/ also. If 
there are less than p cases, then from > 6% TYi=O0 we deduce that 


2 a 
i; B;=k, dj;=h 


there must be a multiple of r. Summing over 0; for each 8;—k we have p 
a multiple of r, which is impossible. Hence there must be p equal 0; with 


each set of equal {;. pe oe": t¥i =O implies that all y; are equal in each sum. 
is Bek 


Since we already know that the numbers «; in each sum are 0, 1,....,9—1, 
it follows that a is a period of A. 
(vii) (8), (9), (10) and (11) true is similar to (vi). 
(viii) (6), (9), (11) and (12) true. 
mt 
Suppose that >) 0“ 04: + — 0. Then from (6) it follows that >, 0% 1i =O 
= aan 
for K=O, 1,...,qg—1. Since there are p elements in each sum, it follows that 
the numbers @; are 0,1,...,—1 and that all y; in each sum are equal. 
pd =, ; pg-t 
>) 0% 0% 1% i —0 and we have assumed that > oe o%rvi=0. It follows 


i=) i=0 


that Pa, o%i of ti =O for K=O, 1,...,s—1. From (9) 0; occur in blocks of 
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q equal elements. Therefore in each sum there must be a multiple of g, say fq, 
terms and these occur as f with each equal §;. Therefore for each i, 0;—k, 


= 
a o% 4h —— DP. o%i Ti == = o% Ti ; 
1; B;=0, 6;=k i; Bi=1, 6;=k t; B;=q-1, 6;==k 


and there are f elements in each sum. If A=p, then all pq 0; are equal 
and it follows easily that a is a period of A. If h<p, then from 


Feit) eer DT! ave xt 
t; Bj=0, 6;—=k i; By=m, 6;=k 
it can be shown, by methods already used, that 0 is a period of A. 


es 
Thus, if >, 0% of: r¥i =O, then A is periodic. Similarly it can be shown 


i=0 
pq-l 


that >) e%: of’: 0 implies that A is periodic. So we may assume that 
i=v 
rs-l rs—1 
> oor =0 and that > oio%iw%i 0. From (12) it follows that 
s=0) 1=0 
>: oti ti =O for k=0,1,..., p—1. But from (11) 4; occurs in blocks of s 
t;Aj=k 
equal elements, say ms for some particular 4;. Applying Theorem 2 of [2] 
(p. 374) it is easily seen on putting x—1 that ms=—m'q+m’r,m' =0, 
m” = 0. If m=r, then all 24; 0 and it follows easily that B is periodic. If 
m<r, then m’=-0 and summing over all 4; we have (*m)s—(Sm’')q+ 
+(2m")r, i. e. rs=n'q+a’r with n’>0, n” = 0. It follows that rin’ and 
so that g<.s. Similarly it follows that B is periodic or that p<r. 
pq-i 
If >) 0“: 7% wi —0, then from (6) and using an argument similar to 


t=) 


rs-1 

that above A is periodic or r<q. If > of: r¥%i wi =0, then again A is peri- 
—— 5} 

odic or s<p. 


But we cannot have s<p<r<q<s. Therefore, if A is not periodic, 
rs-1 rs-1 
> eirrio% =0 or > oti voi =0. From symmetry we may assume, with- 
i—=0 i=) 
pq-l 
out loss of generality, that >/o* 7’ m*i=0. From (11) it follows that 
i=0 
> 0%: w%i =O for k=0,1,...,r—1. But there are s elements in each sum. 
Therefore, in each sum, the numbers x; are 0,1,...,s—1 and all 4; are 


rs-1 


equal. But >) oo" 171 =0. Therefore 
i=0 
> ori Ce == , oni (6 Dy ori oni. 
i; ¥4;=0 < 13 ¥4=1 isyj=r-1 
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From the above all 2; in each sum are equal. It follows that 


oD oi ah Som = ( Son )ehe 
et y= i; vj;=r-1 


Since s does not divide q, >? oi is not equal to zero. It follows easily that 


1;V,;—=k 
b= = += A, i. e. that all 4; are equal. 


rs-~1 


It follows from >) 0% 7” m*i 0 that B is periodic. 
i=0 


(ix) (6). (1D), Zz) etioy anu. 

From these we can deduce that B is periodic or that a set of relation- 
ships obtained at the end of (vi) hold. We have already seen that these 
imply A periodic. The other cases of three relationships from (10), (11), (12) 
and (13) holding true are similar to this. 


(x) The case where all four of these relationships hold true is similar 
to (i). 

This completes the proof. 

The methods used in this paper can also be applied to non-cyclic groups 
and it is hoped in a further paper to show that in many of the unsolved 
cases given in [1] (p. 259) the groups of these types are good. We would 
just point out here that the group of type (3°, 3) is good. This follows im- 
mediately from Lemma 3. 


§ 5. All factorisations of a good group 


G. Hajos ([4], p. 161) gives a method which he claims will give all 
factorisations of a good group. Certainly, his method does give factorisations 
of the group, but he appears to have overlooked the fact that the subgroup 
H,, need not be a direct factor of G. For example, if one considers a cyclic 
group G of type (p*), where p is a prime and 4 = 2, then his method only 
leads to the trivial factorisation G—(g)G where g is an element of G, since 
the only way in which G can be expressed as a product of subgroups is as 
G=(e)G. 

However if, in his notation, instead of assuming that H,, H,,..., H,, are 
subgroups of G, we assume that H,, H,,...,H, are subsets of G such that 
Ay. Ais... n= Ky, iS a subgroup of G for k=1,2,...,n and that K,\—G, 
then the formulae (3) of HAjOs (with the obvious correction that the first dot 
in the expression for B should be a circle) do give all factorisations of a 
good group G. 
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The proof is as follows. 
It is readily verified, by the method of Hajos, that AB —H,H,...H,—=G. 
If G is a group of prime order, then the only factorisations of G are 
G—(g)G where g is some element of G and these are the factorisations 
which arise from (3). Let us suppose that this result is true for good groups 
of order less than n. Let G be a good group of order n. Then by Theorem 
4’of [1] (p. 263) every subgroup and so every quotient group of G is good. 
Let AB—G. Then either A or B, say B, is periodic. Let H be the set of 
all periods of B together with the identity element e. Then it is readily veri- 
fied that H is a subgroup of G and that there exists a subset C such that 
B=CH. Then G=AB==ACH. Therefore the elements ae are a set of 
coset representatives for the quotient group of G by H, i. 
: (AH/HA) (CH/H) = G/H. 
But G/H is good and of smaller order than G. Therefore there exist subsets 
H,H/H, H,H/H,...,Hn+H/H such that (H.A/A)...(An1H/H)= L.A/H. 
where L,H/H is a subgroup of G/H for k—1,2,...,n—1 and L,H/H= 
==(G/H, and 
A H/H = (H/F) 6(4,A/H)° (Ap A/A) 6 +++ + (Ans H/F), 
CH/A = (A/AY°? (FAA) 6 (AL f/ A)? «+0 (Ana). 
The notation indicates the two possible alternative representations of AH/H 
and CH/H. It is easily seen that 
A=(16H,° H,0 --- > Hi+) 0H, 
and 
Cao 4176: Le oe och 73) 0F1. 
iineréfore, B= ((1° A, 6 Hy? --* 0,1) 0 H)-H. 
Bein —/7, 1nen 
A== lio Hee Heo. Hye o-tl ys 
B= 19H, oH, 8o Has Ag, 
and, penne Hi Hyests+*Hy-1 Hy, =L; H,—K, is a subgroup of G and 
kK, =L,H, =G. 
ae formulae also give us all factorisations of a cyclic group in which 
the number of elements in one factor is a power of a prime, as may be 
proved similarly, using Theorem 2. In order that the number of elements in 
A should be the power of a prime it is, of course, necessary that the num- 
ber of elements of H,, H;,... should be powers of the same prime where 
A==17Aio Hs Ha o>**.. 
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A NOTE ON ENTIRE FUNCTIONS 


By 
T. KOVARI (Budapest) 
(Presented by A. Rényt) 


Let f(z) be an arbitrary entire function. We introduce the following 


- notations: 


EC) a Gt 


M'() =< MO, 


tS Breen aid 


It is well known,’ that M’(r) exists with the possible exception of a discrete 
sequence of points tending to ~. Between M’(r) and M,(r) the following 
inequality holds :* 

(1) M(r)=M,(7). 

This inequality follows at once from the following lemma, the simple proof?® 


of which we omit: 
_ LEMMA. Let z, be that point of the circle |z|—r (if there exists more 


than one, one of these) in which |f(z)| takes its maximal value. Then (sup- 
posing again that M’(r) exists) 

M'(1)=|f' @)|- | 
The aim of this paper is to prove the following theorem: 


THEOREM.’ /f the entire function is of order 0 (0<0<-%) and type o 


1 See O. Biumentuat, Sur le mode de croissance des fonctions entiéres, Bull. Soc. 
Math. France, 35 (1907), pp. 213—232. 
2 This, and the further inequalities containing M’(r) have a meaning only for such 


values of r where M’(r) exists. 
3 See .e. g. W. K. Hayman, A characterization of the maximum modulus of functions 


regular at the origin, Journal d’Analyse Math., 1 (1951), pp. 135—154 — although in a 


little different form. 
4 Inequality (3) is much stronger than the result of S. M. Suan: 


log [- ae 
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(0<o0< oe), then 


MA ee 
(2) = (ii M(r)oor® yoorei =” 
(3) 1=lim ANU ae 


a M(F\Gore* = 
The lower and upper bounds in these inequalities can not be improved. 
ProoF. 1. First we verify the inequalities on the left-hand side. By vir- 
tue of (1) it is sufficient to prove the inequality relating to M’(r). Let us 
suppose that for r>ry 
M'(r) 


Moor =| * 
Then 
log M(r)—log M(r) = ae dr =(1—)o0 |r?! dr = (1—a)o(r°—reg 
log M(r) _ log M(m) sl eae rar 
Hence 
Tim 80) = (1—a)o 


which is inconsistent with the fact that f(z) is of order o and type o. 

2. Concerning the inequalities on the right-hand side, by virtue of (1) 
it is sufficient to prove the inequality relating to M,(r). However, this follows 
immediately from a result of S. BERNSTEIN,’ which asserts that 
(4) M,(r)Se(eo+e)re!M(r) if r>nm. 

3. To show that the lower bound in the inequalities (2) and (3) can 
not be increased, it is sufficient to consider the function f(z)—e*. Indeed, 
for this function 

Ms (0) Se er) 
M(r)oer?!  M(ryoere! 
4. It remains to verify that the upper bound in the inequalities (2) and 


(3) can not be decreased. For this purpose we construct a function with the 
following property : 


=1, 


lim M,(r) fn M'(r) 
—o M(r)oore - M M(ryoore) 


> S. Bernstein, Legons sur les propriétés extrémales et la meilleure approximation 
des fonctions analytiques d’une variable réelle (Paris, 1926). 
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We define the sequences t,, a, and 6b, as follows: 


a 
oO 
n! \* !-(n-1)! ] 
A a ) Qn= 3 ‘ ) b,, Se . 
o0e Q,Q,°++Qn 


After this, we define the function f(z) by means of the series 


oo wo F 

ae 
5 z= b= ee ee 
(5) fe) = 3 2" = >? 


f(z) is an entire function of order @ and type o, as the following simple 
calculation shows: 


1 n! 
lim nte 6, —=lim 


R= Co n=O 


n Oo e vi-(v-1)! jn! Ab 
a'| IT : | | | ==(G0e)°: 


Wv=1 
i 
Put r,—T,e". Since for m<n 


m\ \(m+1)!-m! (m+2)!-(m+1)! n\-(n-1)! 
Din Tn -n\i+m! Tm41 Tm42 Y fir 
= ae Am+i*** AnTn = ; spe Tr, 
by, Tn Tn ln n 


IW 


/ nt—(n-1)! 1 
T, } = —(n-1)(n-1)! 1 - : 
a es eg” Se 2h ll EO, 
2n 


and for m>n 


! (n+1)!-n! \ (n+2)!-(n4+1)! \m!-(n=1)! 
ate ! ees Plate Tn ) | Th Tn | = 
Fae Fae ——, = n a LC — —_—_ +e — 
b,, ay Qn41°** Am Trt Tn42 Tm 


( m!—n! 1\m!-n! ] 0 pl ml-n! 1 \m!-n! 
Trt Trt Nn +. 1 2 


1 - 
men = =n-1 > n 
: n! ae 2 a ml—n! Se 2 7 


IIA 


we have 


(a, hen m—n+1 D 
!-1 
nl Dat. © ! ae 
men ae se oe eo. ee 
! nt-1 = Piamcen| yet | 
fl Onn n! 
Hence, taking. also our lemma into consideration, 
= ! 
(6) M(rn) SA4+2")Oatn, 
-n ei 
(7) M(t) =(1—2")nloumn, 
nt-1 


(8) M (rn) =f (rue'?n)| = (I= 2")al barr 
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From (6) and (7) we have 


-n = 0 -—n co 
M(t) 12" al pleas Ee Ek = (ele 
Mirycoty | 1-b2F sratore f+-2™ od wT 14+2 

hence 
(9) repesettohe =e 

r=o M(r)oor® 
and similarly, using (8), 
(10) lim vee ae, 

r=o M(r)oor® 


Owing to (2) and (3), respectively, only the equality can hold in (9) and (10). 
Thus we have proved our theorem completely. 

We mention that the above counter example is the special case of the 
following general result, the proof’ of which we omit here: 

If 


@ 


we Xr 
f@= 2, a2” 


= 


is a function of order e (Q<e@< ox) and type o (Q<o<-w) and the gap 
condition 


Antt 
(11 —> co 
(11) z, 
is satisfied, then 
(12) Tim CoO ee ee 


r=® M(rygor? | r=« M(reor® | 


This theorem shows that for lacunary power series (with the gap condition 
(11)) the inequalities. (2) and (3) can be replaced by the equality (12). 


(Received 5 September 1956) 


® See the dissertation of the author, »Egészfiiggvények maximum-modulus fiiggvé- 
nyével kapcsolatos vizsgdlatok“ (Library of the Hungarian Academy of Sciences). 
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PROBABILISTIC PROOF OF A THEOREM 
ON THE APPROXIMATION OF CONTINUOUS FUNCTIONS 
BY MEANS OF GENERALIZED BERNSTEIN POLYNOMIALS 


By ; 
M. ARATO (Budapest) and A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Introduction 


The nowadays classical proof of the theorem of WEIERSTRASS given 
by S. BERNSTEIN [1] is — as it is well known — essentially a probabilistic 
proof; it is based on a simple application of the inequality of CHEBYSHEV to 
the binomial distribution. Applications of the same idea to other problems 
of analysis are also known. For instance, L. DAHLGREN [2] has given a proof 
— following a suggestion of M. Riesz — by the same method, applied to 
the Poisson distribution, for a theorem of E. HILLE. The second named author 
has shown ({3], p. 435) that the application of the same idea to the gamma 
distribution leads to a very simple proof of the well-known inversion theorem 
of L. Post and D. V. WIDDER for Laplace transforms. The series of these 
examples could be continued. 

The present paper contains a probabilistic proof, flan essentially 
the same method as those mentioned above, of an approximation theorem due 
to I. J. HIRSCHMAN and D. V. WIDDER ([4], [5]), and to A. O. GELFOND ([6], [7]). 
Before formulating this theorem, we introduce some notations. Let us denote 
by f*xg the convolution of the real functions f(x) and g(x), defined for x = 0, 
that is put 


xa 


feg—|fOg(x—fat. 
0 
Let us consider a sequence a, (K=1,2,...) of positive numbers, and put 
(1) 2o(x) =!1 and dX) yeas | fOr x ee U; 
further 


1 
(2) Hy, (X) =2o¥ Lie: * a and H,,.(x) = 7, Get But # Bn 


fOrek —— 15%) 4 il 
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The theorem of HIRSCHMAN—WIDDER—GELFOND asserts that if 
a) a; is non decreasing’ and tending to +, 


; eid ee 
b) the series >>’ — is divergent, 
n=) n 


and if f(x) is continuous in the interval O=x=-+ ~ (i.e. f(x) is continuous 
in any interval O=[x=A (A>O), further lim f(x) exists and is finite), then 
putting * 


(3) B= S7[ SL) Hast, 


the generalized Bernstein polynomials B,,[f(x)] converge uniformly to f(x) on 
the whole semi-axis O=x=+ ~~. 

A part of the proof, given in [5], of the above theorem has been some- 
what simplified by Luszczk1, MIKUSINSKI, URBANIK, WLOKA, ZIELEZNY [8], but 
nevertheless it is not very simple. It is quite natural to try to find a proba- 
bilistic proof of this theorem, as it is a generalization of BERNSTEIN’s original 
theorem. As a matter of fact, if we consider the particular sequence a,—k 
(k=1,2,...) and introduce the new variable te, then we obtain 


(4) Hanloy—("lew—eay*—("] ea", 
and replacing > . by log = (these two expressions being asymptotically 
t=k+1 


equal if n and k are both large) and _ putting g)—=s{log +], we obtain 


the Bernstein polynomials 


6) Ble—Se(*\[t\ea—o" 


In §1 we first prove a ramet theorem of probability theory. In §2 
this is applied to deduce a simple proof of the above-mentioned theorem of 
HIRSCHMAN—WIDDER—GELFOND. We do not need the supposition that a, is 
non-decreasing. GELFOND (see [7]) has also given an estimate of the 
remainder term. In the present paper we do not consider this question. 


' Hirscuman and Wipper suppose that a, is strictly increasing, but this is not 
necessary. 
* Getronp considers instead of (3) 


n n 


eo) sre) = ds » og 
n= = 


In (3) as well as in (3’) the empty sum (for =n) means 0. 


ON THE APPROXIMATION OF CONTINUOUS FUNCTIONS 93 


§ 1. A theorem of probability theory 


MHEOREM IL) Left fy, bs.005,6,-.. 02 2 sequence of independent non- 
negative random variables with finite positive mean values M(&,) and finite 
positive variances D*(&,). We suppose that 


1. lim M(E,) —0, 
k>o 


2. = ME = {Leo 
— 


D°(é;,) 
cee MiB) 
It follows that if pn o(x)=P(E,+--- +8 < ar PanlX)— PC. =x) and 
(1.1) Pee Ba eee 8) 


ina fire) OF ey. 
then, putting 


(1. 2) B,| eol= Ss > > MG) 
we have lim B,,[f(x)] f(x) uniformly in x forO=x=+-c for any function 


Dn, x(X), 


F(x) which is continuous in the interval [0, + ~]. 


PROOF OF T HEOREM 1. Let us put for the sake of brevity m).—M(&,), 


2(E,)  b 
b,.=D*(&) and g.= MES = = . We have evidently 
(1. 3) 2X Pnx(X =I. 


For an arbitrary « >0O there can be found positive numbers 0 >0 and A>O 
so that |f(«)—f(x.)|Se if |x:—x2| < d, further |f(x)—f(+ ~)|<e if x2A. 
Let us put Max |f(x)|— XM. It follows that 

3 0=r=+o0 


(1.4) |BiLf@I-f@)|Se¢ DPX) +2M Dn n(x). 


Now 
ae) D> pe PG +60. t POSE heey) 
an = 


where k, is the greatest value of & for which 2 Sie ake and k, the least 
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value of k for which = m—x=—d. Clearly: we have 


iT 
P(E. +--+ +&41< yas P(E. + ~ +E ys — —Sm<x—Sm) = 
1.6 / i 
(1. 6) =P(E4--+8n— S'm<—d| 
and 
Posh ej =P P(t +8, 3m =x— Dm) = 
(1.7) ee 


=P(é, + re +8,— > mj=d—m,. 
kg : 


As by supposition i> m,; diverges and m;—0, we have k, > for n>ow; 
=I 
thus if n=17,(e), we have m,,< 0/2 uniformly for x=A-+d. It follows from 
(1. 7) that 
Gk 8) P(xs6&.+ nied) + §,,) = P(E.+ reer EE, > gee 0, 2). 
\ Keg 


Applying the inequality of Chebyshev to the probabilities on the right 

of (1.6) and (1.8) it follows from (1.5) that 
Se > Sp 
cy 


ia for n2=n, and x=A+¢° 


(1. 9) »S Dn, x(x) =4 


> m-«/=s 
k+1 


Oo 


ff 


As >) m; = x-+4, it follows that k, > 09 if n> o< uniformly for x = A+ 0. 
ire 
Now by supposition 6; Pas HE qi 0 for j-+-~©; we may choose ny 


so large that if n=m, q; = 4——\ for j=min(h,, &) and mys: < A, mm, <A; 


4 


thus we obtain 


ny 42 [> y >, 
kanal Pur l®) SAG Ir a |= 


= 4 


(1. 10) 
= oe fhe (2x-+-m “168 
~ A-d ky+1 + Mi.) < 168 


for n2=n, and x=A-+0. 
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It follows from (1.4) and (1. 10) that 
(1. 11) |Bnl f(x) 1—S()| = e(1 + 32M) 


uniformly for O=x=A+0 if n=n, where n, depends only on «. 
Now let us consider the case x=A-+0. Let us choose n so se that 


> m;>A-+6 and let k, denote the least value of k for which s Zips A; 
1 rad 


Clearly k;—+ co if n—+ov. In this case we have evidently 


(1.12) |BLF@OI—F@|s2e YL paGt2M DY parla) 


n 


a m5 A Be ms=A 


k+1 J 
ASrs 


n 


> Pn, w{X) = P(E.+---+6,=x)=P Ent +8, — > mj = d—m,, | = 
n . kg 
a mA 
k+1 


19) spat +5,— 30202), 


kg 


provided that n is so large that m,,<0/2 and as by Chebyshev’s inequality 


4w 
(1. 14) ies aaa S Sm=0/2) = Oo Yo, 


"3 


Ove : : 
we obtain similarly as above, if n is so large that g;= = for /=k,, taking 


; n ()? : n 
(1. 12), (1. 13) and (1. 14) into account, further in view of Ore a DS m| < 
; kg A kg 
< F(A +m) and m,,< A if n is sufficiently large, that 


(1.15) BLf()]—fC0)| =20(1+8M), 


provided that n=n, where n, depends only on «. Thus, comparing (1. 11) 
with (1.15), it follows that 


(1. 16) |Bn[f()]—F(*)| = 221 + 16M) 


uniformly for O=x=-+% if n=n, where n, depends only on «. This proves 
our theorem. | 
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§ 2. Approximation of continuous functions by generalized 
Bernstein polynomials 


Now let us apply the theorem proved in §1 to the case when the dis- 
tribution of the random variables &, is exponential. Let us suppose that the 
density function of §, is a,e “*" for x=O and O for x <0, where a, >0, and 
that the positive numbers a; Satisfy the following two conditions: 


1. dim dy == - ce, 


k>o 
2s Dyes is divergent. 
k—=1 Ah 
In this case M (&,) = Wig (=) “ , thus all the conditions of Theorem 1 
k k 
are satisfied. We shall show that in this special case 


(2. 1) Dn, 1 (X) =o p Pe i(X) 


where the functions H,,,,(x) are the generalized Bernstein polynomials defined 
in the Introduction. Let us denote by g(x) the density function of the sum 
Ent Sn-1-+ +s +&&, ie. we put 2n,4(X) = Oe Li41*+-+*2n. Clearly we have 


oo 


~ , 1 
Pan (x) Sal P(x = Sy) ae £, (tat = a2" (x) === Ve fe n (x). 


a 


Now let us suppose 1=k=n—1. We have clearly 


PEnt::- +5 <xSh.4----+&) =P, p+es Ena <xX)— 


P(é, Bart, | &,, — x) 
and therefore 
eae ries ‘ 2 
Pate) = ie Ris te Ser XS Ey ee + Ex) = Ln, k+1(X)— Ln, (X). 
As 
Ln, k (x) —= | Q,.e aga es k+1 (t)dt, 
0 
we have 


Bn, 4(X) = Al Sn, +1 (X)— Bn, e(X)], 


thus it follows that 


1 
Pn,k (x) cio ae" k (x) + Pn, k (0). 
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But pn,.(0) =O for 1=k=n—1 and thus 


1 
Dati) == “me” nA) = He(xX) for lSkan 


too. If k=O, we have 


, d je ey 
Po, 0X) = Ge PEn t+ +++ +8 =x) =8,1(2), 
and thus 


Po, 0(X) =| Bn,r(t)dt 1 gy,1 = Hy,0(2). 
0 


Thus (2.1) is completely proved. 
Consequently it follows from Theorem 1 that, using the notations of 
the Introduction, 
; n n 1 
(2.2 Him D4 2) A) =F09 
n> oo k=0 i=k+1 Q; 


uniformly in x for O=x=-+ ov. Note that regarding the sequence a, we 


@ 


supposed only that a, >0, a@,—ce and that pris is divergent, but did not 
n=1 Un 


suppose that a, is non-decreasing. 
Let us mention, finally, that the identity 


(2. 3) DA O=1 (n= 1,2...), 
k=0 


which plays a part in all known proofs of the theorem of HiRSCHMAN—WID- 
DER—GELFOND,*® is an immediate consequence of (2.1) and the proba- 
bilistic meaning of p,,x(x). 


MATHEMATICAL INSTITUTE 
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(Received 10 September 1956) 


3 The paper [8] is devoted to the proof of (2.3) and of another identity. 
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BEMERKUNGEN ZUR DARSTELLUNG DER EBENEN 
HYPERBOLISCHEN GEOMETRIE IM EBENEN EUKLIDISCHEN 
HYPERBOLISCHEN KREISBUNDEL 


Von 
KUNO FLADT (Calw, Deutschland) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Mehrere Autoren, wir nennen J. HJELMSLEV,’ Howarp Eves und V. E. 
HoaoGatrT,” und PAuL Szdsz,* haben sich in neuerer Zeit mit der bekannten 
Darstellung von H. Poincare‘ der ebenen hyperbolischen Geometrie im ebenen 
hyperbolischen Kreisbiindel der euklidischen Geometrie beschaftigt. Uberall 
wird dabei von der Definition einer ,Pseudostrecke“ oder Scheinstrecke durch 
den Logarithmus eines Doppelverhaltnisses ausgegangen. Eine wirklich ,ele- 
mentare“ Begriindung erfordert aber eine Motivierung dieser Definition. Im 
folgenden wird eine solche gegeben, im Anschluf daran das Grundproblem 
der hyperbolischen Geometrie, die Abhangigkeit zwischen Parallelwinkel und 
Paralleidistanz zu bestimmen, gelést und damit auch die hyperbolische Tri- 
gonometrie aufs neue begriindet. 


§ 1 


Wir setzen die ebene euklidische Geometrie als auf die Hilbertschen 
Axiome gegriindet voraus und verstehen unter einem /yperbolischen Kreis- 
biindel in bekannter Weise die Gesamtheit der Kreise bzw. Geraden, die 
einen festen Kreis (O,¢) mit Mittelpunkt O und Halbmesser f¢ rechtwinklig 
schneiden. Nun seien die Punkte innerhalb (O, f) die ,Punkte“ einer ebenen 
hyperbolischen Geometrie, ihre ,Geraden“, die wir Scheingeraden nennen, 


’ 1 J. Hjevmstev, Grundlag for den projektive Geometri (Kobenhavn, 1943), § 8, S. 38—41. 

2 Howarp Eves and V. E. Hoaaart, Hyperbolic trigonometry derived from the Poincaré 
model, The American Mathematical Monthly, 58 (1951), S. 469—474. 

3 Paut SzAsz, Uber die Trigonometrie des Poincaréschen Kreismodells der hyper- 
bolischen ebenen Geometrie, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 5 (1954), S. 29—34; ferner 
Hyperbolische Trigonometrie an dem Poincaréschen Kreismodell abgelesen, ebenda,7 (1956), 
S. 65—69, und ausfiihrlicher A hiperbolikus trigonometria leolvasasa a Poincaré-féle k6ér- 
modellr6l (ungarisch), MTA Mat. és Fiz. O. Kézleményei, 6 (1956), S. 73—80. 

4 H. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens, Acta Mathematica, 1 (1882), S. 1—62, 
besonders § 2, S. 6—8, und § 12, S. 56—61; Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, 
ebenda, S. 193—294, besonders S. 201—202; Mémoire sur les groupes kleinéens, ebenda, 
3 (1883), S. 49—92, besonders S. 55—56. 
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die Kreise des Biindels, soweit sie innerhalb (O, ft) verlaufen, die Geraden 
durch O als ausgeartete Biindelkreise angesehen. Dann bestimmen zwei Punkte 
P und Q eine Scheingerade (P,Q) und eine Scheinstrecke <P, Q>, namlich 
die Punkte des innerhalb (O,f) gelegenen Kreisbogens zwischen P und Q. 
Die Winkel zweier sich schneidender Scheingeraden seien die euklidischen 
Winkel der sie darstellenden Kreise. Dann gilt das hyperbolische Parallelen- 
axiom, wobei die Parallelen 1, und J, durch den Punkt P zur Scheingeraden 


l, 


Fig. 1 


k, die (O, ft) in den Enden E, und E, schneidet (Fig. 1), diejenigen Biindel- 
kreise durch P sind, welche (O,f) in F, und &, rechtwinklig schneiden, also 
den k darstellenden Biindelkreis in FE, und EF, beriihren. 

In Fig. 2 ist die Scheingerade (P, Q) der Biindelkreis (M,MQ) durch 
P und Q, der den Grundkreis g in U und V schneidet, und die Bezeich- 


nung ist so gewahlt, dafi der Punkt Q auf dem Bogen UV zwischen P und 
U liegt. Man errichte in Q auf (PQ) das Scheinlot k, d.h. man zeichne den 
Kreis (K, KQ), dessen Mittelpunkt A der Schnittpunkt der Geraden UV mit 
dem Lot von M auf OQ ist. Nun ziehe man durch P die Scheinparallelen 
/, und /,, (PE,) und (PE,), zu dem Scheinlot & (Kreismittelpunkte ZL, und L.). 
Diese bilden mit (PQ) die Parallelwinkel QPE,—«, und QPE,=«8. Wir 
zeigen nun, daf ¢,—«#,—e ist und daw ¢ in ganz bestimmter Weise von der 
Lage von P,Q abhangt. 

Wir iiben wie J. HJELMSLEV’ auf Fig. 2 eine Inversion mit Zentrum E, 
aus. Dadurch verwandeln sich die Kreise (K, KE,) und (L,,L,£,) in zwei 
Parallelen & und /;, der Grundkreis g@ in eine Senkrechte o’ auf k und J, 


oS 
der Biindelkreis durch P und Q in einen Kreis, der senkrecht auf k’ und g’ 


5 J. Hyetmstev, loc. cit. 1, besonders S. 39. 
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steht, d.h. seinen Mittelpunkt im Schnittpunkt N’ von k und g hat, 9” 
schneidet diesen Kreis in U’ und V’ (Fig. 3). Zieht man in P’ die Kreis- 
tangente ¢’, so ist, da bei der Inversion die Winkel dem Betrage nach erhalten 
bleiben, <(f,!)—a—=4PN'V. Zieht man U'P,, so ist tP'U'V=—4, 
also 


sh Ure 
PV WV 


vy 
ik he 


Fig. 3 Fig. 4 


Da aber bei einer Inversion das Doppelverhaltnis (DV) von vier Punkten 
eines Kreises, ausgedriickt als DV der entsprechenden Sehnen, invariant ist, 
so ist auch 


Vom Punkt E, ausgehend hatte man fiir ce denselben Wert erhalten. Es ist 


also ¢,—«,—«. Hatte man aber in P das Scheinlot auf (PQ) errichtet und 
durch Q eine Scheinparallele QE’ gezogen (Fig. 4), so hatte man den Pa- 
rallelwinkel PQE’ =<’ erhalten, der nach’ der obigen Regel aus 


& QV PV 
OU PU 


—cte — 
U a2 
zu berechnen ist. Es it daher «’—e. Wir haben so den 


Satz. Zwei Punkte P und Q bestimmen sowohl in P als in Q einen 
einzigen Parallelwinkel <, dessen Gréfe allein von dem Wert des Doppel- 
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verhdltnisses der Punkte P und Q mit den Enden U und V ihrer Schein- 
geraden abhangt: 


6 


(I) 8 BV OV 


Wir nennen « den zur Paralleldistanz <PQ> gehdrigen Parallelwinkel. 


§ 2 


Was ist aber diese Paralleldistanz? Als einmaliges Individuum ist sie 
die Gesamtheit der Punkte.des Kreisbogens zwischen P und Q. Aber wann 
sollen zwei Paralleldistanzen und damit zwei Scheinstrecken kongruent oder 
gleich heiBen? Die Antwort gibt die 


DEFINITION 1. Zwei Scheinstrecken heifen ,,kongruent“ oder ,,gleich“, 
wenn zu ithnen derselbe Parallelwinkel gehort. 


Infolge (I) in § 1 ist diese Definition gleichbedeutend mit der folgenden 
DEFINITION 2. Zwei Scheinstrecken heiBen ,,kongruent“ oder ,gleich“, 


wenn zu ihnen dasselbe Doppelverhdltnis gehért. Zur Scheinstrecke <PQ> 
gehért hierbei nach dem Obigen das DV 


plies 
PV QV’ 


2 
eg 


(1) d 


wobei U,V die Schnittpunkte von g und des durch P und Q gelegten 


Biindelkreises sind, so bezeichnet, dai Q auf dem Bogen OV. zwischen 
P und U liegt (Fig. 4). 


*: Man tiberzeugt sich leicht, dai in der durch diese und durch die obigen - 
Festsetzungen erklarten Scheingeometrie alle Postulate der hyperbolischen 
ebenen Geometrie erfiillt sind. Damit ist auf Grund der iiblichen Forderungen | 
des Messens, nach beliebiger Wahl der Scheinldngeneinheit, die Mafzahl 
einer Scheinstrecke <PQ»> bestimmt. Auf Grund der Definition 2 hangt sie 
nur vom zugehdrigen DV unter (1) ab. Also ist die Mafzahl von <PQ>, 
die wir ebenso bezeichnen wollen, eine Funktion von 7: 


(2) <PQ> =f (4). 


Diese Funktion ist monoton. Ist dann R ein Punkt auf der Verlangerung von 


® J. Hyermstev, loc. cit. ®, wobei eine allgemeinere Formel zu finden ist. 
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ee (Fie-5) und 


(3) fe te 
SRE EA 
so ist ebenso 
(4) <QR> =f (4). 
Da ferner mit Riicksicht auf (1) und (3) 
Cpe re a 
Fe Vem dV 
ist, so ist nach (1) und (2) 
(5) (PR = ](d 7’). 


Nun ist aber fiir die Mafizahlen 
<PR>=<PQ>+ <QR>. 
Es ergibt sich also aus (2), (4) und (5) die 
Funktionalgleichung 
f(44)=f(H4F(4) 
mit der einzigen monotonen Lésung Fig. 5 
f(4)=clog 4 (c = const). 
Es besteht also folgender 


SATZ. Die Mafzahl der Scheinstrecke <PQ> ist die Gripe 


(Il) <PQ =c log 


PV QV 
wo U und V die Enden der Scheingeraden (PQ) sind, so bezeichnet, dap Q 
auf dem Bogen OV zwischen P und U liegt, und c eine Konstante ist, die 
von der Wahl der Scheinldngeneinheit abhdngt. 

Die Scheinlaéngeneinheit wahlen wir so, da unter (II) c—1 ist. Das 
bedeutet, daf fiir die Scheinlangeneinheit <P,Q.> das DV 


PyUs QoUo _ 
PyVo Qo Vo 


ausfallt. Dann kann man im Sinne von (I) sofort ctg ym etPe oder, wenn 


wir <PQ> mit x und den zu x gehorigen Parallelwinkel nach LOBATSCHEFSKY 


mit /7(x) bezeichnen, 
ct cia he 
(III) Sear et 
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schreiben. Dies ist die Grundformel der hyperbolischen nichteuklidischen Geo- 
metrie, die man sofort in den Gestalten 


(III) sin A®=z, cos J7(x)=thx,  ctg 7(x)==shx 


wiedergeben kann. 


§ 3 


Nun sind die Grundformeln fiir die 7Trigonometrie des rechtwinkligen 
Dreiecks \eicht zu gewinnen. In den Figuren 6 und 7, in denen die Schein- 
geraden als ,wirkliche* Geraden gezeichnet sind, ist mit H. LIEBMANN der 
Parallelwinkel einer klein lateinisch bezeichneten Strecke mit dem entsprechen- 
den kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet. Wir denken durch A die 


Fig. 6 Fig. 7 


eine Parallele zu BC gezogen und zum Winkel « die Paralleldistanz m 
konstruiert. Dann ergeben sich sofort die bekannten’ Winkelrelationen 


b—A=I1(c+m), e+A= H1(c—m), 


wobei // (x) =a—JI(—x) fiir x<0O und 11(0) = zu setzen ist. Daraus 
folgt nach (III) 


1 sh (c-++m) 


a) te ch(c-+m) ’ 98 Ont) Se ch (c +m) 


’ Vgl. F. Encet, Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij etc. (Leipzig, 1898), S. 15—16, 
Formeln (1), (2). 
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und 
sin (@-+ 2) = cn ay ; cos (@-+ 2) = ea : 


Wird der Kiirze wegen ch (c+ m)ch(c—m)=N gesetzt, so folgen aus diesen 
Formeln durch Addition bzw. Subtraktion 


: chechm she che 
sin 6 cos A=, C08 A COS Aer 
bzw. 
: sheshm ; : shmchm 
cos §sin 4 = N : sin LSU ira yaaa 
und. daraus 
chm sh m 
Bees she’ Ae che” 
oder mit (III) 
sin u = ae che=ctgActg uw. 


she ’ 


Dann sind in bekannter Weise auch die itbrigen Formeln des recht- 
winkligen Dreiecks zu bestimmen. 


(Eingegangen am 10. Oktober 1956.) 


ON ADDITIVE AND MULTIPLICATIVE TOTALS 


By 
A. PREKOPA (Budapest) 
(Presented by A. Rényt) 


Introduction 


In the present paper the terminology “total” is used for a generalization 
of the Burkill integral and multiplicative integral, respectively. The functions, 
the totals of which are considered, take their values from a Banach algebra 
% with a unity. This means a Banach space & in which for every pair f€ &, 
£€ 8 a product fg€R is defined such that |\fe|| = ||f\| \|g|| and if h € &, 
then f(g+h)=—fg+fh, (g+h)f=ef+hf, finally there is an e€R with 
the properties ef—fe—f, ||e||— 1. It is proved that under some conditions 
the additive (and multiplicative) total of a multiplicative (and additive, resp.) 
set function exists. The theorems of this type are useful in solving some 
functional equations (see e. g. [3] and § 6) and studying the properties of 
multiplicative set functions by tracing the problems to those formulated in 
terms of additive set functions. 

The multiplicative integral (on the real axis for matrix-valued functions) 
has been introduced by V. VOLTERRA [12], [13], [14] and considered by 
several authors: L. SCHLESINGER [8], [9], [10], [11], G. Rascw [7], R. L. Dos- 
RUSIN [3]; G. BIRKHOFF [2] has given a generalization of this integral by 
using more general notions instead of matrices. The additive integral (on the 
real axis for matrix-valued functions) has been considered by M. FRECHET 
_ [4] and R. L. Dosrusin [3]. The theorems proved in the present paper are 
analogous to those of DOBRUSIN and will be used in the theory of stochastic 
set functions.! In § 6 we anticipate an example from this as in this special 
case (Example 1) the relevant statements can be proved at once by the aid 


of the present paper. 


1 A. Préxopa, On stochastic set functions. III, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 8 (1957) 
(under press). 
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§ 1. Notions and notations 


Throughout the paper the basic space will be denoted by H which is 
supposed to be metric and compact. We suppose that we are given a class 
of sets & consisting of some subsets of H and satisfying the following con- 
ditions: 

a) &{ is a semi-ring, i.e. if A, € df, A, € H, then A, A, € ot and if A,& A), 
then there exists a finite number of sets C,,C:,...,C, such that C;€X 


(i=1,2,.-.,n), C:;C,=0 if i+k and AX—A, => /C;2 We suppose fur- 
i=} 


thermore that this can be done always so that n = R, where R is a positive 
integer independent of the sets A,, A». 


b) If AEH, then {h} € X. 

c) If A€ X, then for every positive integer r and every «>O there is 
a decomposition A,, A,,..., A, of the set A into pairwise disjoint sets of X 
such that max d(Ax) = 83 


A finite sequence of sets: Aj,-A;, $2. fA4 Tor which'A;eot (== 1923 


A; A, =O if ize k and A= >A, €&, will be called a decomposition of the 
k=] 


set A (or briefly decomposition) and will be denoted by 3 = {A,, As,..., A}. 
If 3, = {Al}, 3, —{A! are two decompositions and every A‘ can be decom- 
posed by means of some A‘, then we write 3,(=3,. We shall use the follow- 
ing definitions: 


DEFINITION 1. Let us suppose that to every decomposition 3—= 
= {A,, A:,..., A,} there corresponds a permutation 9(3)—=(Aj,, Ai,,..., Ai,) of 
the sets of 3 such that if 3,0©3 and 9(3,) is given by (AS, AW,..., AY”), then 
in §(3.) first come those sets of 3, which decompose Au’ then those which 
decompose A’ etc. 

A correspondence between the decompositions and permutations de- 
scribed above will be called a permutation function. 


DEFINITION 2. Let f(A) (A€ sx) be a set function with values in the 
Banach algebra 3. If for every pair A,, A, of disjoint sets of 3, for which 
A=A,+A,€X, the relation 


(*) F(A) = f(Ar) + f(A2) 


* This notion of semi-rings, which is more general than that of P. Hatmos (cf. Meas- 
ure theory, Chapter I, § 4), is due to A. CsAszAr. 

3 If BCH, then d(B) denotes the diameter of the set B, i. e. d(B)=sup e(hy, fy) 
where A, €B, hy€B and e(h,,h3) is the distance between fh, and hy. 
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holds, then the set function f(A) will be called additive. Relation (*) implies 
that f(0) =0. 


DEFINITION 3. Let g(A) (A € SX) be a set function with values in the 
Banach algebra &. If there is a permutation function § such that for every 


system A,, A,,...,A, of disjoint sets of &{, for which A= > A,€HX, the 
relation a 


(A) = [1 (As) 


holds where 3—{A,, Ay,...,A,} and 8(3)—(Ai,, Ai,,...,Ai,), then the set 
function g(A) will be called multiplicative. We suppose in this case that 
BO) =e. 

If B is commutative, then we do not require the existence of a permu- 
tation function %. All the statements in this paper are to be taken in the sense 
that if 38 is commutative, then we omit the requirements regarding to the 
permutation function. 


DEFINITION 4. A set function @(A) (A€ X) with values in 3B is called 
of bounded variation if there is a number A such that for every system 
A,, A:,..., A, of disjoint sets of SX we have 


Y 


(x) > |e(Ay| SK. 


k=1 
If A, A (i=1,2,...,7), then the smallest A for which relation (**) holds 
will be denoted by Vara(A). 


DEFINITION 5. A set function @(A) (A€ at) with values in & is said to 


be v-continuous if for every sequence B,, B,,... of sets of ot, for which 
lim B,—0O and lim d(B,) 0, the relation 
k>o k>o 


lim Vara(Bx) =0 


’ k-> 
holds. 
DEFINITION 6. Let @(A) (A € 3) be a set function with values in 3. 
Suppose that there exists a @(B) such that for every ¢>0 a number 0>0 
can be found with the property 


provided that max a(A,)=0 where A,, A,...,A, is a decomposition of the 
== 


, 


Se(ay—18)| <s, 


k=1 


set BE dX. In this case we say that the additive total of «@(A) exists in B 
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and we denote it by 
(B) = S,«(dA). 
DEFINITION 7. Let @(A) (A€ 3) be a set function with values in ob. 


Suppose that there exists a permutation function 9 and a y(B) € & such that 
for every ¢>0O a number 0 >0 can be found with the property 


| Lf e(Ai,)—7(8) | =¢, 
provided that max d(A;,)=0 where (A,,, Ai,,..., Ai,) is the permutation cor- 
1=hr 
responding to the decomposition 3= {A,, As,..., A,} of the set B € ot. In this 
case we say that the multiplicative total of @(A) exists in B relative to the 
permutation function §. This total will be denoted by 


7(8)= gl |, ¢(@4). 


It is easy to see that both totals are uniquely determined and 
S14,¢(dA)=S, edd) +S, ad), 
gl lavae ca, 0A) = al li, «(dA)-g| [,, e(@A)--gl |, e(@A) 


where A; €X (i=1,2,..., 7), AicAx =O if i: k and (A;,, Ai,..., Ai,) is the 
permutation given by 8, provided that the totals on both sides exist. If 
@,(A) and @,(A) are two set functions defined on s{ and both are additively 
totalizable in B, then the same holds for «(A)=c,@,(A)+c.@:(A) and 


S, (dA) =c,S, (dA) +e.S,,0(d A) 


where c,,¢c, are constants. An analogous relation holds also for the multipli- 
cative total if s& is commutative. In this case if the multiplicative totals of 
«,(A) and @,(A) exist in BEX, then that of «(A)—e,(A)@,(A) in B exists 
too and 


T 1,e(@a) =I |, e,(¢4) T 1, 2A). 
§ 2. Preliminary lemmas 


In this § we prove some simple inequalities for Banach algebras and 
lemmas for additive and multiplicative set functions. 


Lemma 1. /f f:€ 8, gi€® (i=152,..., 0) and 


| 
| =%, =K (j= 1, 2,..., 2) 


{| t= 
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where K is a constant, then 


n 


am m f 
- |e. |=e Sve 


PRoor. Since 


n 


ieee iE oa fafi-—f) gin +2 Ln) 


it follows that 
|e Ife 


_ LEMMA 2. Let fi, fo,...,fn be such elements of & that 


v 


> Iflle<1. 


In this case if r<n, then 
| Te+—(e+ St ana tiby - Sint rag => 


eS uil 


Proor. Let us start from the identity 


(2) 


+ 2 fib fe]| 


1S1,<ig<... tpn 


n 


Het —et Sit Shift then te 


11 


It follows from this that 


one Sat 


al (c+—le+ Sit DS ft + _ > 


IIA 


Fiaall--o+ FMA ll [fn l= 


> All Wall 


IS Sig, 5% tp +1 


=(Swi) +--+(2 ua) = (Su = 


I— >All 
a alae 


what was to be proved. 


afte fi 


11k 


= SA. fesll i—aill igen ---gull 3 > Iie 


= 
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For r—0O and r—1 we obtain as special cases of Lemma 2 the in- 
equalities 


3) | te+m—e] = SW 
(4) | e+ H—(e+Es) |= 4(Sui). 


Lemma 3. If @(A) (A€ 3X) is a set function of bounded variation with 
values in the Banach algebra &, then there exists a countable set H,&H such 
that «(h)=0 if he H—H, (we use the notation «(h) for «({h})). 


aes Since «(A) is of bounded variation, the set of those /”’s for which 


\|@(A)|| = —, is finite. If n runs over the positive integers, then we obtain 
all the ue h for which ||/@(A)|| >0. Thus Lemma 3 is proved. 


Lemma 4. Let @(A) (A €X) be a multiplicative set function with values 
in the Banach algebra & for which K=Vara-.(H)< ~. If Bie Xx, B,EX, 


B,&B, and Poe os where Cx €X (k= 1,2,...,n), then 
k=l 


Vats-.(By=-B,) SS (K-H1) >, Vator ( Gy 
k=1 


PrRoor. Let A, As,..., An be a system of disjoint sets of a, 


Are Bee 
Kel. 


In this case 
= Ac (Kae 152.703; Nn). 
If gx {ArCi, ArCo,..., AxC,} and 8(3.) =(AnCi,, ArCi,,..., AxC;,), then 
(Ax) = I «(Ax C;,). 
Since ||@(B)|| = ||¢(B)—e||+1=K+1 (BEX), it follows that 
ac) | Ee hy. |] 


Heacy (sna) 


ExXGenny | 
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Hence, applying the inequality (1), we get 


> lle—e(Ay) |S 2 (K+ IY” S |le—e(AeC)|| S (K+ 1)” Vata-r(C). 


Thus Lemma 4 is proved. 
If @ is additive, then we have the stronger relation 


Wate (ia B,) ==> Var.(C,), 
sl 


LEMMA 5. Let us suppose that the set function «(A) (A € X{) with values in 
the Banach algebra & is multiplicative (and additive, resp.), K—=Vata-ao)(H)<~ — 
and @(A)—e(0) is v-continuous. Then for every «>0O there can be found a 
0>0O such that if UEX is a set with d(U)=0 and |\e(h)—e@(0)|| =e for 
héU, then 


(5) Vara-o)(U) = 2(K +1)". 


Proor. Contrary to the assertion let us suppose that there exists an 
& > 0O and a sequence of sets U; for which 


lim d(U,)=0, ||a(h)—e(0)|| = & 
k>o 


if he Dez U;, and 
—— | 


— 


(6) Vartesnay(Un) > 2UK +1) “20: 


Since H is a compact metric space, we may suppose without restricting the 
generality that all the sequences fy, where h, € U, (kK=1,2,...), are conver- 
gent. Let A’ denote their common limit element. We can distinguish two 


cases. 
In the first case fA’ is contained at most in a finite number of sets U/,. 


This implies that lim U,,—0O and thus, since ¢—e@Q) is v-continuous, 


1—> 


lim Vara-ao) (Un) ==( 


which contradicts (6). 
In the second case, if A’ is contained in infinitely many U,, then we 


choose a number W such that 
Vata-ao)(Un—f’) < &. 


The possibility of this is assured by Lemma 4 and the v-continuity of e—e(0). 
- According to (6) there exists in Uy a system of disjoint sets A,, As,..., Ar 
that satisfies the inequality 


> Je(A)—a(0)| > 2K +)". 
1 


8 Acta Mathematica VIII/1—2 
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The element /’ is contained at most in one of the sets Aj. If Wh € DA then 


2a (K+1p%< 2 || (Ax) —@(0)|| S Vara-ao(Un—h’) < & 


which is a contradiction. On the other hand, if h’ € A,,, then there exist dis- 
joint sets C,,C,,...,C, (2 R) of the class of sets 3 such that 


An ={h'}+ > Cy. 
k=] 
Now, let @ be multiplicative. Applying Lemma 4 for B,—A,,, B; =O, we get 


\|e—a(An)|| = (K+ 1)?” b Vata-e(Cx) + \e—e(w) . 


Using this relation we conclude 
2(K+1P & < > |le—@(As)|| = 2 |le—e(As)|| + 
k=} k>=-m 


$lle—e(An)| 3 +I [ Dile—e(Ad||-+E Vara AC) +\le—e(t) |] 
= (K+ 1)?*(Vara-.(Un—h’) + ||le—ea(f’) ||) S 26 (K+ 1). 
If @ is additive, then 
2(K+ 1a < Di le(A = > lle(d)||+|]e(Aw)|] = > lle(A||+ 
+ 2 ||e(Cx) || + |le(e)|| S Vare(Ux—h’) + || (h)|| = 2a = 24) (K+ 1). 
In both cases we arrived at contradictions, hence our lemma is proved. 


LEMMA 6. Jf @(B) (@(B)€ &, BE X) is a set function of bounded vari- 
ation, then for every system B,, By,...,B, of disjoint sets of HX 


II (e+e) = Kk, 


where Kk, is a constant. 
Proor. Let us select from the above product those «(B,)’s for which 
1 
\|@(B;.)|| = 3" The number of these elements is at most N,—[2Vare(H)]. 


After this we form a maximal number of groups of the ‘remaining «(B;)’s 


such that in every group the sum of the norms fall in the interval ee = 
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The number of these groups is at most N,—[4 Var.(H)]. The sum of the 


norms of the remaining elements does not exceed r Hence, 


| I (e+e) | = 28+" (Vata(H) +1)" = K, 


LEMMA 7. Let us suppose that the set function «@(A) (A€X) with values 
in the Banach algebra & is multiplicative (and additive, resp.), K= 
= Vata-ao)(H) < c and «(A)—ea(0) is v-continuous. If B,, By...is a sequence 
of sets of H, h € B, (k=1, 2,...), lim d(B,) =0, then 

k+>o 


lim ||@(B.)—e(h)|| =0. 


R 
Proor. Let Be={h}+ 2,0, CPE (i= 1, 2,..5, Re k=1,2,...), (we 


may always choose FR such sets since if we had r<R, then we should 
complete this system by R—r void sets) and let @ be multiplicative. Applying 
Lemma 6 for «—e instead of @, moreover, using the inequality (1) we obtain 


R R 
||¢(B.)—a(h) || = K? >) ||e(CP)—e|| S Ki D>) Vare--(C2"). 
i=1 1=1 
Since lim C!” =0 (i=1,2,..., R) and @(A)—e is v-continuous, 
k>o 
lim Vara-.(C{”’) =0 (ise en.) 
k>o 


which proves the assertion. 
Let us now consider the case of an additive @. Since @(0)—0, we get 


B R 
\|¢ (Bx) —@(A) || = > 2c) < S vare(C”). 
= i=l 


The right-hand side tends to 0 when kK o, hence our statement is com- . 
pletely proved. 


§ 3. The additive total 


In this § our purpose is to prove the following 


THEOREM 1. Let f(A) (f(A) € 8) be a multiplicative set function defined 
on the elements of the class of sets . Suppose that K—=Var;-.(H) is finite 
and the set function f(A)—e is v-continuous. In this case the additive total 


g(B)=S, (f(dA)—e) 


8* 
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exists for every BEX and 
(7) Var,(B) = Var;-e(B). 
Proor. For the proof of the Theorem we need two lemmas. 


LEMMA 8. For every h€H and every ¢>0 there can be found a 0>0 
such that if A,, A,,..., A, are pairwise disjoint sets of the class of sets K 


with the property that A= > A, € HX, h€ A and d(A) = 9, then 
k=1 


(8) [F-e— Sg—9 


rh 


PROOF OF LEMMA 8. Let 0 be such a number that satisfies the condi- 


. . é ‘ » — 
tions in Lemma 5 for AR(K Eye instead of «. The number 0 can be cho 
sen so small that the sphere with the centre A and the radius 0 does not 


; : Palas : . € ‘ 
contain an fh’ € H (h’=Eh) with ||f(h’)—e|| > aR(R+1ye: We choose further 


more 0 so small that ||f(B)—/f(A)|| =— if he BEX, d(B)=0. By Lemma 
7 this is always possible. Let h€ A’. Oovieael 


= | 
f(A)—e— & (FA) —2) | = ||f(A)—f(Ay)|| + Vary-e(A— 4) = 


= ||f(A)—F(4)|| + ||F(A) —f)|| + Vary-e(A—A). 
Let C,,G,...,C, (2 =R) be a system of disjoint sets of 3S for which 


A—{h\} = > Cy. According to Lemmas 4 and 5 
k=1 


née 
2kR(K+ ip = ir oT 
_On the other hand, we have chosen 0 in such a way that 


ASM = 3, f(A) =f Sz, 


hence our lemma is proved. 


Vary-e(A—h) S (K+ 1)? > Vary-e(Cy) S (K+ 1)?” 
k=1 


LEMMA 9. Let Beck. To every «>0 there can be found a number 0 >0O 
such that if A,, Ao,...,A, (AcE XH; kK=1,2,...,r) is a system of disjoint 
subsets of B, max d(A,) = 0 and Ay», AP,..., AX is a decomposition of the 
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set A, into pairwise disjoint sets of X, then 


©) Pact ye S (AP) —@ 


PROOF OF LEMMA 9. We may suppose that the sets A\” are so numbered 
that if 3,—{Aj?, Ay,..., Af}, then $(3,) =(A®, AP, ..., AY). Since the va- 
riation of f(A)—e is equal to K, the number of the points f#€H for which 

8k 
Aye Lt ss ae BK" KL 1)pR. weit 
| f(A) —e|| > BR(KAAYE is at most — (K+ 1)°*. If such a point exists in 
B, then we renumber the sets A; so that those sets, which contain these 


2 oR) 
2 bes |. By Lemma 8 Oo can be 


points; bev A, As,:.-.; Ay (i = fel Ss 
chosen so small that 


ces 


(10) || f(4,)—e— Sya%)—9|=4 = SKE 1) = ai 


If there are sets which.do not contain such points and these are Aj1,..., A,, 
then we choose 0 so small that besides (10) the following inequality holds: 


(at 2O aren 


Vary-c A)=a7 (Kael, 14-2, ...,7)- 
By Lemma 5 this is possible since the sets Ari, Ai2,..., A, do not contain 


points /# with I<@)—ell> sepa: Applying the inequality (4) for 


fi=f(A?)—e (i= 1, 2,..., r.) we get (we may suppose that 0<¢=2K) 


=| 1170%)—e— 3 Yua?)—¢ 


| w49--- 3 Syan—o 
(11) | 
=2(S44?)—ell) = = 2(Var,. (Ax))? = 2 a7 Vaty-< (Ax). 


‘Our statement follows from the inequalities (10) and (11). 

After these preparations we can complete the proof of Theorem 1. We 
point out that if BEX is a fixed set and 3,—{A,x} is a sequence of decom- 
positions of B with lim Wes d(A,) = 0, then the sequence 


D2, (f(Anx)—e) 


satisfies the Cauchy’s convergence criterion. For this purpose we consider 
two decompositions A,, A,,..., A, and Aj, As,..., Ay, of the set B into pair- 
wise disjoint sets of ot with max d(A;) = 9, max bee .)==0 where Oo is the 


1=_ =i 
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same number as in Lemma 9. If 0 is so small that (9) is satisfied with 
= instead of «, then, considering the superposition of the two decomposi- 
tions, a well-known argument shows that 


> Hay—— Y Gay—9) 


8 


and thus me (f(dA)—e) exists. The relation (7) can be proved in an obvious 
way. 


§ 4. The multiplicative total 


In this section we prove the following 


THEOREM 2. Let g(B) (g(B) € &) be an additive set function defined on 
the elements af the class of sets X. Suppose that Var,(H)< o and the set 
function g(B) (B € X) is v-continuous. In this case for any permutation function 
8 and for every A€X the total 

f(A)=gl |, (g(@B) +e) 
exists and 
(12) Var;-e(A) = L Var,(A) 
where L is a constant independent of the set A. 


Proor. First we prove two lemmas. 
LEMMA 10. For every h€H and «>0 there can be found a 0 >0 such 
that if B,,B,,...,B, are disjoint sets of KX with B= > B.€&, heB, 
1 
a(B) = 0, then 


(13) e(B) +e— 11 (g(B) +6) 


PROOF OF LEMMA 10. Let us suppose that A € B). Using Lemma 6 and 
the inequality (1) it follows that 


=o. 


e(B)+e— I] (g(Bs) +6) 


e(e(B)+e)e— 11 (eB) +(@6)+0 IT (gb) +9) = 


= 13 | Il(e(b)+0)—e “ H (g(Bi) +e)—e 


+\|@)—eB)\). 
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Let ¢= Kj. By Lemmas 5 and 7 (taking into account the remark made after 
Lemma 4) 0 can be chosen so that 


(14) Var,(C—A) = nie 
moreover 
(15) ||e(C)—g()|| = ie 


where Cet, hEC, a(C) <0; then from (3) and (14) it follows 
i-1 


lz 


IT (gi) Be cat 


t-1 


<2 > lle(Bo||+ 


——€. 


+2 > lig(6)|| = 2Var(B—A) = 5h; 


relation (15) implies that 
\|g(B)—g(B)|| = 


oh 


hence our assertion holds. 


LEMMA 11. Let AEX. To every «>0 there can be found a number 
O0>0 such that if B,, B.,..., Br (Bk€ KH; kK=1, 2,...,1r) is a system of dis- 
joint subsets of A and Bi, BP,..., BS is a decomposition of the set B, into 
pairwise disjoint sets of KX, d(B,) = 0, then 


(16) > e+ eB)— e+ 28) | Se. 


1 


PROOF OF Lemma 11. If for a k we have Var,(Bx) =e then by the 


inequality (4) it follows that 


e+ (6) — I] (e+ 2(6®))| =2{ |g?) = 20vans(B0y. 


The remaining part of the proof can be accomplished by the aid of Lemma 
10 in a similar way as we have proved Lemma 9 by the aid of Lemma 8. 

In order to complete the proof of Theorem 2 let us consider the decom- 
positions {B,;Bo,...,B,}, {Bi, B3,..., By} of the set A into pairwise disjoint 
sets of HX satisfying max (Br) = 9, max d(Bi) = 0 where 0 is a number fixed 


in Lemma 11. Let {Bi’, BY,..., By} denote the superposition of these two 


decompositions. If 0 is so small that the inequality (16) holds for a7 instead 
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of «, then 


I (g(Bi,) +0—H (g(Bi,) +e) = 


I [1 (e8) +0) — [Bi +9) 


+|11@@; +0) [eB +¢|< Kid g(Bi,) +e— 
— Jf e@iot9 +Ki | eB) +e— Hf eGotels 
: ce é é ee 
=i): i pee 


where the sequences i, /:,, are fixed by the permutation function § and in 

the products [/, Jf the factors are arranged according to the same 
Bn, Bi, Bn, By, 

order as they were in the first row. Hence the existence of 


f(A)=gl 1,(g(dB) +e) 


follows in an obvious way. 
The proof of (12) can be accomplished as follows. By making use of 


Lemma 1 we get 


< kK > |g (BS)|| = K3 Var,(B,). 


Hence it follows 
\|f(Bs) —e|| S Ky Var, (Bs) 
and 


» 2, ||f(B.)—ell = KD S ~ Var, (B.) = Ki Var, (A) 
whence 
Var;-.(A) = Kj Var,(A) 
what was to be proved. 


§ 5. Connection between the additive and multiplicative totals 


According to Theorems 1 and 2 the indefinite additive (and multipli- 
cative) total of a multiplicative (and additive, resp.) and v-continuous set 
function is also v-continuous. Hence it may be a starting function of further 
totalization. In this § we prove that the latter total (with respect to some 
permutation function) coincides with the original one. First we prove 
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THEOREM 3. Let g(B) (g(B) € &) be an additive set function defined on 
the elements of the class of sets 3 and satisfying the conditions of Theorem 
2. If AEX and 


(17) f(A) = gl 1, (g(@B) +0), 
then the additive total of f(A)—e exists in every BEX and 
(18) g(B)=S, (f(dA)—e). 


Proor. Let B,, B,...,B, be a system of disjoint sets of 3 with the 
property that A= Dy EX, max cel .)=0. Relation (16) implies that in 
c= 


case of a small 0 
7. & 
(19) | 2, lle+s(B)—FBs)| aan 
If we introduce the notation 
g(B)=S, (f(dA)—e), 
then by (9), choosing 0 small enough, we obtain 


(20) Il’ (Bx) —F(B)—2)|| = > 
Relations (19) and (20) imply 

> |lg(B.)—g" (B:)|| =e. 
It follows that R 


Ig Aze(A)ll= |Sem—Le ()| = > le@)—# || =« 


and thus 9(A)—g’(A). Q. e. d. 

A similar theorem can be proved if we start from a multiplicative set 
function. In advance we remind of Definition 3 that to every multiplicative set 
' function a permutation function is attached. Our statement is expressed in 


THEOREM 4. Let f(A) (f(A) €&) be a multiplicative set function defined 
on the elements of the class of sets 3% and satisfying the conditions of Theo- 
rem 1. If BEX and 
(21) | g(B)=S,, (fda) —e), 
moreover § is a permutation function attached to f, then gl | 4 (Z (dB) + e) 
exists for every A€ XK and 


(22) f(A) =gl |,(g@B) +e). 
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Proor. Let us introduce the notation 
F(A)=gl 1, (g@B) +0). 
IEPA Agra Aptis. a. yea of disjoint sets of ot with the property that 
max d(A,;)=0 and B= SA, then by formula (9) (for a small 0) 


LSk=r 
La € 
(23) > |\f(A)—e—g(Ad)|| = 5- 
k=1 
According to (16) we get furthermore that if 0 is small enough, then 
(24) Sete —f (A)|| => 
Hence, by (23) and (24), 


r 


(25) pa |F(An)—F'(A.)|| S 


Let 3(3)=(Ai,, Ai,,-.-, Ai,) be the permutation corresponding to 3={Aj, As,..., Ar}. 
By Lemma 6 there exists a A, such that 


IFA) ay | T1142) +4 =k. 
(26) ach : 
ELF (An) = | LT \(fAx)—e) +e] = K,, 


Taking into account (25) and (26) and applying Lemma 1 we obtain 
IA)—F(A)|= | 11 fA.) — ITP (Ad) | = Kis, 
hence {(A)=/'(A). Q.-e, d; 


The last two theorems show that the indefinite total of an additive (and 
multiplicative, resp.) set function entirely determines the original set function. 


§ 6. Examples 


1. The weighted random point distribution. Let us consider a random 
selection of a finite number of points of H where each selected point is weighted 
with a (positive or negative) integer. We suppose that the sum of the weights 
in a set A€ot is a random variable which we denote by &(A). We suppose 
furthermore that if A,, Ay,..., A, are disjoint sets of S{, then the random 
variables €(A,), §(A,),...,§(A,) are independent. Let us introduce the notation 


(27) P(A) = P(E(A) = bo). 
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The sequences P(A)—(..., P_2(A), P-1(A), P,(A), P,(A), P,(A),...) are ele- 
ments of the Banach algebra &% of the sequences the corresponding series of 
which are absolutely convergent with the norm of the sum of the absolute 
values. If the product of two elements (...,@_,, Q,@,.. Jrn sea hOms Uo lOssean) 
of & is the convolution 


(28) ES An+Ox; n=O, +1, 42,4, 


then & is commutative and has as unity element that one for which the 
member corresponding to the index 0 is equal to 1 and the others are 0. 
In this case P(A) is a multiplicative set function. We may establish a more 
stronger statement, namely 


(29) P(A) = P(A;) P(A;).. . = lim I] P(A) 


if ACH (i=1,2,...), AAs =O for ik and A=> ACH. 
Ca | 


We shall show that P(A)—e is of bounded variation and »-continuous.. 
Since 


\| P(A)—e|| = = PsA) + 1—P,(A) = 2(1— P,(A)), 


we have to prove the assertion for the real-valued set function 1—P,(A). 
Let us first extend the definition of €(A) to R(s) which is the smallest 
ring’ containing sf. Let A,, A,,... be a sequence of disjoint sets of Ra). 
Since we have selected only a finite number of points from H, the sequence 
of independent random variables 

Dai (Ax) 

k=1 
converges with probability 1. Hence, by the three series theorem of KOLMO- 
GOROV or simply by the Borel—Cantelli lemma, 


> 0—-A) < 00, 


On the other hand, 1—P,(A) is completely subadditive in the follow- 
ing sense: if A,,Ay,... is a sequence of disjoint sets of os for which 


A= > A, € R(K), then 
k=1 
1—P,(A) S 2 (I — P,(Ai)). 
k= : 
4A class of sets R is called a ring if A+BER, A—BER, provided that 


ACR, BER. This extension is obviously possible and relation (29) will be satisfied also 
in R(K). 
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In fact, the event €(A)=-0O implies that at least one of (A;) ==0, §(A2) + 0,..- 
occurs. Hence, by Lemma 4 of [5], 1—/,(A) is of bounded variation and by 
Lemma 1 of [5] Vari-p,(A) (A€R(sK)) is a bounded measure. This last pro- 
perty implies that 1—P,(A) is v-continuous. Thus the additive total 


(30) Q(B) =S, (PA) —e) 

exists for every B€ St. This implies obviously the existence of the totals 
Q(B) =S,, (Pda) —1), 

Q.(B)=S, Pda) (k= 0). 

Since the convergence in (30) holds in the norm, it follows that 

(32) Q(B) =— > Q(B). 


Moreover, the relation 


(31) 


Q(B) = —Q,(B) = Vari-p,(B) (BEX) 


implies that with Vari-p,(A) the additive set functions —Q,(B), Q,(8) 
(kK=+1, +2,...) are also bounded measures. Finally, if A€ H, then 


S43 1 —Pa(dA)) = 1—P,({A}) € 1, 
hence 
It is interesting to write all the solutions of (29) in a closed form, pro- 
vided that the sequence P(A) is a probability distribution. This can be done - 
as follows. We start from a sequence of bounded measures —Q,(B), Q:.(8) 
(k= +1, +2,...) satisfying (32) and (33). Then every solution of (29) can 
be represented as 


(34) P(A)—1 1,@+Q@B)) (AEX) 


where Q(B) =(..., Q(B), Q(B), Q,(B),...). In fact, if P(A) is a solution 
of (29), then the Q(B) defined by (30) has the mentioned properties, hence 
by Theorem 4 (34) holds. Conversely, if Q(B) has the mentioned properties, 
then by Theorem 2 (34) exists and the properties of Q(B) imply that P(A) 
is a probability distribution for every A€& and (29) holds. By Theorems 3 
and 4 the correspondence between the set functions P(A) and Q(B) is one- 
to-one. 

It is not difficult to see that Q,(B) is the expected number of points 
weighted with k in the set B. (This can be deduced immediately from the 
results of [6] too.) If there are no A €H such that 1—P,({h}) >0, then P(A) 
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is a compound Poisson distribution, i. e. it has the characteristic function 
(35) exp > Q,. (A) (e""— 1). 
=e 


If all the random points are weighted by 1, then from (35) we obtain a 
Poisson distribution 


(36) exp Q,(A) (e— 1). 
The proof of (35) can be accomplished with the aid of the relation (34). 
Similar statements are proved in [6]. 


2. The linear integer-valued Markov process. Let & be a Markov process 
on the linear interval a=t=b. We suppose that & can take on only the 
values 1, 2,...,.N. Let & be the semi-ring of all the subintervals of [a, 5] 
{we permit here closed, open, semi-closed, degenerated intervals equally). If 
the right-hand and left-hand limits of the transition probability matrices 
P(t, tf) exist when ¢, or & tend to a limit, then we can correspond to every 
Té€X a matrix P(/). P(/) is an element of the (non-commutative) Banach 
algebra of N-rowed quadratic matrices, where the norm is the maximal value 
among the absolute column-sums. Obviously 3 has a unity element. The set 
function P(/) is then multiplicative relative to the natural permutation of linear 
intervals. Hence, if P(/) is of bounded variation and v-continuous, then we 
can write the solution of the equation | 
(37) P(,+h)=P(h) P(A) (LEX, LEK, L4+hé€X) 
in a closed form. We will not enter into the details since in the paper of 
DoBRUuSIN [3] this is profoundly investigated under somewhat general assump- 
tions. An analogous treatment can be given for the Markov processes having 
a countable number of possible states. To this question the author will 


return later. : 
Finally, I express my thanks to A. CsAszAR for his valuable remarks. 
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ON SOME PROBABILITY PROBLEMS CONCERNING 
THE THEORY OF COUNTERS 


By 
L. TAKACS (Budapest) 
(Presented by A. Rényi) 


Introduction 


I. The problem of single counter. Let us suppose that particles arrive 
at a counter in the instants f,t1,...,f;:,... where f—O and the time differ- 
ences t,—f,1 (n= 1, 2,3,...) are identically distributed independent positive 
random variables. Let us put P{f, = x} = F(x). Briefly {¢,' will be called a 
recurrent process of events. The sequence of events {f,} will be- filtered by 
the counter. We denote by {¢,} the sequence of the filtered events, which is 
a subsequence of {f,}. We suppose that {t/} is obtained by the following 
model of filtration (cf. [10]): 

Let be ¢#i—f and suppose that at time f an impulse starts which 
has the duration z,. At time ¢, (n= 1,2,...) starts an impulse with proba- 
bility p if at time ¢, animpulseisin course, and with probability 1 if at time 
t, there is no impulse in course. We suppose that the durations of the 
successive impulses which will be denoted by yo, 71,..-, %n,-.. are identically 
distributed independent positive random variables with P{y,=x}—H(x). 
Further {v,} are independent of {¢,}. The sequence {f;} are formed by the 
instants of {f,} which occur in such time when there is no impulse in 
course. 

Denote by ™ the number of events {t/} occurring in the time interval 
(0, t]. We have dealt in [10] with the determination of the distribution func- 
tion of ». In § 1 we shall prove some theorems concerning the asymptotic 
behaviour of 1%. 

Denote by P(t) the probability that at the instant ¢ there is no impulse 
in course. We shall investigate the existence of the limit lim PO) se P: 


2. The problem of many counters. Let us suppose that independently of 
each other particles arrive at the counters of a system consisting of m 
counters. We suppose that the laws of the arrivals of the particles and the 
models of the filtration are similar as mentioned above, but generally they 
have different parameters. We shall say that the system is at the instant ¢ in the 
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state E, (kK=0,1,2,...,m), if at this instant impulses are taking place- 
simultaneously in exactly & processes. If at the instant ¢ a transtition 
Ey-1— E, (k==1,2,...,m) occurs, we shall speak about a k-fold chance 
coincidence. In § 2 we shall determine the asymptotic density of the k-fold 
‘chance coincidences. 


§ 1. The case of single counter 


Let us introduce the following notations: M{t,}—y«, D°{#,}—o* and 
M{y,} == @, which values may be infinite too. 

It is easily seen that the sequence {f,;} is similar to {t,}, namely #—O 
and the time differences t;—t;_1 (1 =1, 2,...) are identically distributed inde- 
pendent positive random variables. Let P{tyj = x}— G(x) be their unknown 
common distribution function. Put M{tj}—A-and D*{tj}—B*. 


The asymptotic behaviour of ™. For the expectation M{7;} we have 

the following theorems: We have generally 
i M!7,' ] 
1\5 | ee. PETA, 
(1) Ra Ty Se 
(S. TAcKLIND [11]). If 4 < oo and G(x) is not a lattice distribution, then we 
have for any h>O 
M {914.—} 1 


2 li ses 
(2) a h A 


(D. BLACKWELL [1], J. L. Doop [4]). Under stronger restrictions concerning 
G(x) we have 


.. aM{} 1 

3 = 

(3) ty at A 

(S. TACKLIND [12], W. FELLER [6], D. R..Cox and W. L. Smitu [2]). In the 
following 

4 oe ae 
(4) f=3 
will be called the asymptotic density of the events occurring in {#/!. For the 
variance D°{”} we have in case B< oo the following result: 


_ D*{n\ BF 
Ma ] i 
( ) Me t re Aes 


Now we shall prove a theorem concerning the asymptotic distribution 
of Vi. 
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THEOREM 1. If B< oo and t-+~, then the distribution of 1 is asymptot- 
ically normal, i. e. we have 


x 


eee 6 | baby 
(6) lim P —————— =xX\>— | edu, 
t>o Bt l2a . 


PROOF. We shall use a method given by W. FELLER [7]. It is easily 
seen that for all ¢=0O and integer n >0O we have 


(7) Pin <n}=P{t<t;}. 
Put 
Bt | 
(8) nm [44x] 54 
As 
\" er eee 
ete A. 
P a <n =P. ——_ < 
Pee) Nes Es 
A’ A’ 
and 
ons 
A 
lim —— =X, 
t+o ee 
consequently 


A 
lim P{y,< n}= lim P/——— <Xx\. 
ee i” } t>+o Bt 
A® ) 


(f—nA t,—nA 


{t<tij}=P < 
PU =P ee <a 


‘On the other hand 


and 
. ¢t—nA 
lim ———— =—.x, 
t>o \nB 
consequently 
li afcchs jeeey tina oh ea eget 
lal ee Vn B? 


9 Acta Mathematica VIII/1—2 
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Now by the central limit theorem we have 


tr—nA 
\/nB 


lim Sees 


n—> OC 


— (2a 2 


@ 
] a/c ] ‘ ows 
= [emedu——5— | evredu 
IU 


and so (6) is obtained by the equality lim P{m<n}—lim P{t<t,}. 
t>@ t>@ 


In order to apply the above theorem we need the expectations A — Miti} 
and B’—D*{t{}. To determine these we introduce the following conditional 
expectations: 


(9) A(y) =M{h|y=y} 
and 
(10) By) = D*{ti|%0= }- 
Knowing (9) and (10) by the theorem of total expectation we have 
(11) A=| AQ) dH) 
and . 
(12) BY — | B(y)dH(y) + | [AQ)— AP dH(). 
0 0 


Further let us introduce a new random variable. Denote by ¢, the first 
event between ¢,,¢,,...,f:,... which gives rise to an impulse. The condi- 
tional probability distribution function V,(x)—P {t, = x| yo = y} may be deter- 
mined easily if we take into consideration that 


Pliny) Ply a x| 70 = y} 
and 2 
(1-3p) pPiNexvew x=. 
P{y=n, tr =x|\yo=y} = Jo ‘PP {t= y} + (1—p)" Pit asy<ti<x} 
if ey 


where 
Pits Vote x) =| [F(x— u)— F(y—u)|d F,,-1(u). 
0 


In such a way we have 


a bad Medea esa 4 


m=) 


(13) Vy (x) = ae ry 
[Foo Sa—py || Romar) —F.0) itp ayia 
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where F,(x) denotes the n-fold iterated convolution of the distribution func- 
tion F(x) with itself. Put for O=x< «~ 


Ve) =p > (1p) "Fae. 


Define the following conditional expectations: 


(14) C(y) = M{t,|%0= y} 
and — 
(15) D?(y) = D*{t,|y%o = y}. 


THEOREM 2. The conditional expectation A(y)—=M{t{|yo—y} can be 
determined by the aid of the following integral equation: 


(18) AQ)=| AO—NHO—Havey+ || | A@aH@lavEy+CO). 


ProoF. We have 


x+A(y—x) if O0<z=y—x and 0<x=y, 
x+ A(z) if y—x=z< o and O<x=y, 
x if y<x<o~, 


M({ti|t, =x, Li; y1=2} == 


and (16) follows easily by the theorem of total expectation. 


THEOREM 3. The conditional variance B*(y) =D? {ti|7o = y} can be deter- 
mined by the aid of the following integral equation: 


Bo) =|BO-0HO—» ave)+|| | B@aH@|avE)+ 
Gt) =, : ee ee 
+ {br +Ag—orHo—9avey+|| | @+A@yan@|ave)+ DO». 


PRooF. We have 


BYy—x) i0<zSy—x and 0O<xey, 
D*{ti|t, =x, ro=); HW= 2} =) BE) i y=xse a and Oa ey, 
0) if p< x< oo, 


and (17) follows easily by the theorem of total expectation. . 
We remark that in the above case a law of the iterated logarithm is 
valid. 


O* 
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THEOREM 4. If B< ~, then we have 


| —- 
P ? lim sup =1)\= 
to 
——-tlog logt 
(18) | [= log Ha 
; | 
{Nes 
a9 inf : octane f= 3 


] om 22 tlog logt | 


This can be proved by the same method which furnished Theorem 1. 


EXAMPLES. 1. Suppose y, =e (constant). Then H(x)—0 if x<e@ and 
(x) ==] Gee Levey eee (A) tele wealave 


[xaz@o 
(19) aaa my 0p 
and 
{ xtaZ(0 [arta 
(20) ee 5 10 SUVS a T==Z ae 


2. Suppose that the random variables y, have an exponential distribu- 
tion: H(x) = 1—e** if x=O and H(x)=0O if x<0O. Let us introduce the 
following Laplace—Stieltjes transforms: 


a 


v(s) =| ed A(y), 


Q(s)=|e avy) 


and 


@ 


I"(8)\ ze 


0 


e-svdC(y). 


Taking the Laplace—Stieltjes transform of (18) we obtain 


vlor = o( 158520 yy 


By successive applications of this formula we can express vfs+2] 
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(n=1, 2,...) by the aid of w(s) and v( = If we take into consideration 


n 
that w (s-+ 4) — 0 if n+ ov, then we get the following expression for «(s): 


(21) v= 1)" v| “| : 


RIO eee 


Finally, A(y) can be determined uniquely from (20) by inversion. For the 
expectation A we have 


ee oo 1 
(22) a=1 {agye *ay=v{2). 
0 
The conditional variance B’(y) may be determined similarly by Laplace— 
Stieltjes transformation. 


REMARK 1. In case B= co or A= oe the randon variable has an 
asymptotic distribution if and only if G(x) has the following form: 


1— G(x) = x “h(x) 

where 0<a@< 2 and for any positive constant c 
h(cx) 

him G0) 


This fact follows easily from a theorem given by W. DOEBLIN [3]. In these 
cases the asymptotic distribution of ™ is a stable distribution function. (Cf. 
[9], p. 378, W. L. SmivH [8] and E. B. Dynkin [5].) 


aa 
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The limit of P(t). P(t) denotes the probability that at the instant ¢ 
there is no impulse in course in the investigated process. Let us denote by 
T,T1,+++) Tr,-+. the lengths of the dead times (covered by one ore more 
impulses) beginning in the instants fj, ¢{,...,t/,..., resp. These are ident- 
ically distributed independent positive random variables. Put P{rv, = x} = U(x) 
and M{r,}=T. Further let us write M{7}— M(0). 

The probability P(t) can be expressed in the following form: 


(23) P(t) = U(t)— | [1— U(t—] dM. 


Namely, the event that at the time ¢ there is an impulse in course can occur 
in the following mutually exclusive ways: in the time interval [0,7¢] the last 
event is tf, (n=0,1,2,...) and the dead time starting in f,; will not end 
before the instant ¢t. So we have 


[00] 
n=0 n=0 


A 
I—P()= > Pi st<tit+n}=> | [1—U¢—x]dG,(x) 
0 : 


where G,,(x) denotes the n-th iterated convolution of the distribution function 
G(x) with itself, with the convention G,(x)=0 if x<0O and G,(x)—1 if 
x = 0. We obtain (21) taking into consideration that 


Me 
Q 


M(t)= Wu 2 


THEOREM 5. [fA < o and G(x) is not a lattice distribution, then we have 


(24) P= lim P(t) = sors 
t+o A 
Proor. According to the theorem of D. BLACKWELL [1] we have for 
any h>O 


im ME+AN—M) 1 
t->o h A 


Using this fact and (23) with some calculation we obtain (24). The’ 
details can be found in [9], p. 389. 


THEOREM 6. /n case A< oo we have 
t 


(25) lim = R(ajdite= 4 
t-»@ . 


0 


—T 
A ‘ 
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Proor. Using (23) and the limit relation 


ie AG 
an te 7 AY 
we obtain easily (25) (cf. [9], p. 391). 


To determine the limit P=lim P(t) we need the explicit form of T 


t+o 


beside A. We proceed to find this. Let us introduce the conditional expec- 
tation 


(26) T(y) =M{9| y=}. 
We obtain 
(27) = | T(y)d H(y). 


THEOREM 7. The conditional expectation T(y)=M{t|\y.—y} can be 
obtained by the aid of the following integral equation: 


28) To) =| TO—9 HO) ax—Ve) + || | TeaH@ |aveo+ 


+ | xdV(x) +y[1—VO)}. 


PROOF. It is easily seen that 


x+T(y—x) ff 0O< 2S y—x and 0O<x=ey, 
Mitt =) Yo Vs Yi zh xt Te) if y—xSz<0o and 0O< xy, 
y if yo x< oo, 


We obtain (28) by the theorem of total expectation. 
The integral equation (28) is similar to (16), only C(y) must be re- 
placed by 


C*() =| xd V(x) + [1 — VO). 


EXAMPLES. 1. Suppose vy, =e (constant), then we have 


fo — Z(x)|dx 
rime (5) 


where Z(x) is defined by Z(x) = Va (x). 
2. Put H(x)=1—e*“* if x20. Denote by -J™(s) the Laplace— 
Stieltjes transform of C*(x). Then the Laplace—Stieltjes transform of 7(y) 


(29) 
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is yielded by (21), however /°(s) must be replaced by I*(s). Thus, similarly 
to (22), we have 


Sey" I*(n/a) 7; $2(j/@) 

a 92(n/a) jar 1-2 U/@) 
Sey fp 20/9) 
SOW LH = 9Gie) 

REMARK 2. The general model of filtration given in this paper may be 
used for Geiger—Miiller counters (pO or p>O), for electron multipliers 
and crystal counters (p=1 or p<1), for mechanical recorders (p=0O) 
and for electronic amplifiers (p—1). We have always supposed that the 
event-sequence {?,' is a recurrent process. The reasons for this were that it 
contains the most important special case, when {f,} is a Poisson process, 
further that the event-sequences {ty}, {ti’},... which are obtained at the 
consecutive stages of the counting procedure form also a recurrent sequence 
of events. Thus the problem of the successive filtrations may be reduced to 
the problem of a single filtration. 


(30) ie 


§ 2. The case of many counters 


Let us consider m counters. We suppose that at each counter particles 
arrive independently of each other and according to a recurrent sequence of 
events. All counters filter the corresponding sequence of events by the law 
of the general model of filtration. It is allowed that the different sequences 
of events and the different counters have different dates, i.e. F(x), H(x) and 
p may be different for different counters. 

We speak about the state E, (k—0O,1,...,m) if at a given. instant in 
exactly k processes an impulse is taking place. We call the transition 
Ex-1—> Ex (kK = 1, 2,...,m) as k-fold chance coincidence. 

We shall investigate the asymptotic law of the k-fold chance coinci- 
dences. 

Let us introduce the following notations: Denote by P,(t), P,(f), ..., P(t) 
the probability that at the instant ¢ there is no impulse in course in the 
1,2,..., m-th process. Furthermore denote by M,(t), Ms(?), ...,Mm(t) 
the expected number of the filtered events in the time interval (0, ¢] in the 
1,2,..., m-th process, resp. 


THEOREM 8. Denote by My,x+1(t) (K=O, 1, 2,...,m—1) the expectation 
of the number of k+-1-fold chance coincidences occurring in the time interval 
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(0, 7]. We have 


t 
(31) M, Gees | P(t) P, (a) .<. Pn (a) i] Neat oA 08 
A. Py(u) (iy. ee Pi, (uz) 
le laine JE (a) 
P;.(a) Pte) 
where the product figuring in the j-th member of the sum extends over all 
k-fold combinations from 1,2,...,j—1,j-++-1,..., m without repetitions. 


dM,(u) 


Proor. Consider the filtered events occurring in each process. If we 
take into consideration all the events which occur at a moment when exactly 
in k processes an impulse is taking place we obtain the k++ 1-fold chance 
coincidences. The expectation of the number of such events occurring in the 
time interval (0, ¢] yields (31). 


THEOREM 9. Define by 
My, i+1(t + A) — My, x41 (8) 


(32) Js ke =m h 
t>o 
the asymptotic density of the k+-1-fold chance coincidences. If the limits 
(33) lim'P;(t)= P; GT, 2,5..5:mM) 
t>@ 
and 
(34) lim Alora a US = eke aan: 
t+ 


exist, then we have 


me “ P,P, . Py, LP, 1—P,, 1— P;, 
(35) fax = 2 fh UL jeny? tee ae On 


J (is, bay wary ik+y) 2 


Proor. Using (31), (35) follows evidently. 


REMARK 3. The formula (31) is generally valid without any assumption 
for the initial state of each process. If we consider other initial state as was 
mentioned in the Introduction, then we must replace P,(t) and M;,(t) 
(j=1,2,...,m) by suitable modificated functions. These new functions can 
easily be expressed by the aid of P)(t) and M,(t). However, the limit (35) 
is unaltered because it is independent of the initial state. In case of station- 
ary process (35) yields the density of the k-++1-fold chance coincidences. 


REMARK 4. It would be important to determine the asymptotic distrib- 
ution of the k-fold chance coincidences. In some special cases also the 
exact distribution can be determined (cf. [9]). 

If, especially, we assume that at each counter particles arrive according 
to a Poisson process with density 4 and for each counter p—O and 
H(x) =1—e-** if x20, then the k-fold chance coincidences are asymptot- 
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ically normally distributed. For instance, denote by v!” the number of 
m-fold chance coincidences occurring in the time interval (0, 7¢], then we have 


yr t ; a 
limP . An oe =T55 Jewrau 
to | | 2 \2x 
A’ si 
where 
A _ U+4e +Aa)” 
Lid mana ets 
and 
caer fo sears 8 Jao ma 
Bie el ee ae ee 


m2,2m qn 2 
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BEGRUNDUNG DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE 
DER HYPERBOLISCHEN EBENE MIT DEN KLASSISCHEN 
HILFSMITTELN, UNABHANGIG VON DER TRIGONOMETRIE 
DIESER EBENE 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Einleitung 


Die analytische Geometrie der hyperbolischen Ebene la8t sich im Besitze 
der hyperbolischen Trigonometrie durch die Einfiihrung der WeierstraBschen 
homogenen Koordinaten in wohlbekannter Weise entwickeln. Was die Trigono- 
metrie anbetrifft, hat sie H. LIEBMANN' in der hyperbolischen Ebene selbst, 
mit den klassischen Hilfsmitteln, d.h. durch Anwendung der Ayperbolischen 
Parallelen und des Grenzkreises hergeleitet.* Mit denselben Hilfsmitteln ist 
es aber auch mdglich, die genannten WeierstraBschen Koordinaten unter 
Vermeidung der hyperbolischen Trigonometrie unmittelbar einzufiihren und 
zur Begriindung der analytischen Geometrie der hyperbolischen Ebene einen 
direkten Weg einzuschlagen. Das soll in vorliegender Arbeit dargelegt 
werden. 

Die hyperbolische Trigonometrie ist 
schon als Folgerung in dieser analyti- 
schen Geometrie enthalten, wir haben aber p 
‘nicht vor, darauf an dieser Stelle einzu- 
gehen. 

Wir setzen die fundamentalen Eigen- s 
schaften der hyperbolischen Parallelen und ~ Wiel 
des Grenzkreises als bekannt voraus. Ins- 
besondere werden wir von dem Satz Ge- | Fig. i 
brauch machen, laut welches fiir zwei 
konzentrische Grenzkreisbogen AB>A’B’ zwischen denselben Achsen 


1H. Liesmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Berichte 
liber die Verhandlungen der Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Math.- 


phys. Klasse, 59 (1907), S. 187—210. 

2 Vgl. auch Paut Szdsz, Neue Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen 
Ebene mit den klassischen Hilfsmitteln, Acta Sci. Math., 14 (1952), S. 247—251, wobei 
eine andere, und zwar einfachere Herleitung dieser Art zu finden ist. 
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AA’, BB’ und mit dem Abstand AA’=BB’—x (Fig. 1), das Verhdaltnis 


(1) hes 2 


ausfallt, wenn nur die Langeneinheit geeignet gewahlt wird. Diese Langenein- 
heit hei&t natiirliche Ldngeneinheit, und die auf sie bezogenen Mafzahlen der 
Strecken nennt man natiirliche Mafzahlen. 


§ 1. Unmittelbare Einfiihrung der WeierstraBschen homogenen 
Koordinaten. Koordinate eines Fernpunktes 


Wir legen unserer Darstellung den folgenden Satz der reellen Analysis 
zu Grunde, durch den ein eineindeutiges Entsprechen zwischen Zahlenpaaren 
und gewissen Zahlentripeln hergestellt wird. 


Satz 1. Zwischen den Zahlenpaaren (t,o) und den Zahlentripeln 
(X1, Xe, Xs), in denen 


(1) X3— 4X, = | 
und 
(2) Xe 0 


ist, findet ein eineindeutiges Entsprechen statt. Dieses Entsprechen kann dadurch 
hergestellt werden, dag man einem jeden Zahlenpaar (t,o) das Zahlentripel 


| eee 
(3)5 X= sht+ > Oe Xgosaerk x= cht-+ oe" 
zuordnet. 


Bewels. Fiir das Zahlentripel (3) erweist sich die Gleichung (1) sofort 
als richtig. Und mittelst der dritten Gleichung unter (3) fallt das Bestehen 
von (2) ins Auge. 

Wir werden jetzt zeigen, da, umgekehrt, jedes Zahlentripel (XeaXee Xe) 
von den Eigenschaften (1) und (2) durch die Zuordnung (3) genau einem 
Zahlenpaar (¢, 0) entspricht. 

Aus (1) folgt zunachst 

X= 1+4+xX>%, 
also ist mit Riicksicht auf (2) gewifi x, > x,, d.h. 
(4) Xp Ay = 0. 
Wenn es nun iiberhaupt ein Zahlenpaar (ft, 0) gibt, fiir welches die Gleichun- 
gen unter (3) bestehen, so muf 


X,—x,—=cht—sht=e? 
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oder 
(5) et = 

X,—X, 
gelten. Eine solche Zahl ¢ gibt es aber genau eine, da doch nach (4) die 
rechte Seite von (5) positiv ausfallt. Aus der zweiten Gleichung unter (3) 
ergibt sich weiter mit Verwendung von (5) 
(6) Gee 

X;—X, 
Das gegebene Zahlentripel -(x,, x,, x;) von den Eigenschaften (1) und (2) kann 
also durch die Zuordnung (3) nur dem durch (5) und (6) bestimmten Zahlen- 
paar (¢, 0) entsprechen. Eine direkte Rechnung zeigt, dai es dem in der 
Tat entspricht. 

Durch (3) wird demnach zwischen den Zahlenpaaren (f,0) und den 
Zahlentripeln (x,, X,,x;) von den Eigenschaften (1) und (2), ein eineindeutiges 
Entsprechen hergestellt, w. z. b. w. 

In unseren spateren Erérterungen spielt noch eine Eigenschaft der Zu- 
ordnung (3), die in dem nachstehenden Satz ihren Ausdruck findet, eine 
entscheidende Rolle. 


SATZ 2. Fiir die Zahlentripeln (X,, Xs, X;) und (X,, Xs, X3), welche durch 
die Zuordnung (3) der Reihe nach den Zahlenpaaren (t, 0), (t,0) entsprechen, 
ist stets 
(7) X3X3—XyXy— XX, > O. 

Durch einfache Rechnung ergibt sich 
namlich auf Grund von (3) 


X3X3—XoX»s— XX, a 
: i ES are AG 
oo ore) rm aed Ce 


wodurch die Ungleichung (7) in Evidenz tritt. 
Es seien nun in der hyperbolischen 
Ebene ein Punkt O und die Fernpunkte 
9, E derart gewahlt, da8 xf2OE ein rechter © 
Winkel ist (Fig. 2). Die Gerade OS2 werde Fig. 2 
von O nach §2, und OE nach E gerichtet. 
Endlich sei die Gerade 2E von dem Grenzkreis durch O mit dem Mittelpunkt 
Q in E geschnitten. Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene und wird die Gerade 
QO von dem Grenzkreis durch P mit dem Mittelpunkt §2 in P’, die Gerade 
P® von dem vorher genannten Grenzkreis in S geschnitten, so nennt man die 
in natiirlicher MaSzahl ausgedriickte Strecke t—OP’ und das Verhiltnis 
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o—OS:OE die Grenzkreiskoordinaten des Punktes P in diesem Koordinaten- 
system S2O§E; das Vorzeichen von ¢ ist durch den Richtungssinn der Geraden 
O& bestimmt, und o wird positiv oder negativ genommen, je nachdem die 
Bogen OS und OE gleichsinnig oder ungleichsinnig sind. 

Die reellen Zahlenpaare (¢,0) entsprechen aut diese Weise offenbar 
eineindeutig den Punkten der Ebene. Infolge des Satzes 1 wird deshalb durch 
die Zuordnung (3) zwischen den Punkten (¢,¢) der Ebene und den Zahlen- 
tripeln (x,,X.,X;) von den Ejigenschaften (1) und (2), ein eineindeutiges 
Entsprechen hergestellt. Auf diesem Grunde sollen die unter (3) definierten 
Zahlen x,, 2, xX; als die WeierstraBschen homogenen Koordinaten des Punktes 
(t, 0) erklart werden. 

Aus (3) ergeben sich fiir t—0, 0 =O als die WeierstraBschen homogenen 
Koordinaten des Anfangspunktes O 


(8) xX, a 0, Xy = 0, Xz = ] Fs 


Ist = ein von §2 verschiedener Fernpunkt und wird die Gerade =2 von 
dem zu Grunde gelegten Grenzkreis in X geschnitten (Fig. 3), so werde die 
zweite Grenzkreiskoordinate § von xX, d.h. E= OX:OE als die Koordinate 


dieses Fernpunktes = erklart. 
Bezeichne 7 die Projektion des Fern- 


punktes = auf O£2 (falls die Gerade OF von 
O verschieden ist) und die Gerade =22 
schneide den Grenzkreis durch 7 mit dem 
Mittelpunkt £2 in U (Fig. 3). Wegen der 
Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke 22 7= 
und §2OEF (mit je zwei unendlich fernen 
Ecken) ist dem Betrage nach TU=08. 
also wird, durch ft OT ausgedriickt, der 
Betrag der Koordinate § von = dem in der 
Einleitung unter (1) angefiihrten Satz zufolge 


Fig. 3 (9) [|= —— =e. 


Die nachstehenden zwei Hilfssatze, die wir gleich im folgenden § 
brauchen werden, sind unmittelbare Folgen von (9). 


HILFSSATZ 1. Wird die Ebene ldngs der Geraden O22 mit der Strecke a 


verschoben, so geht "ein jeder Fernpunkt = von der Koordinate ~ in einen 


Fernpunkt =’ iiber, dessen Koordinate & =e" ist (Fig. 4). 
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HILFSSATZ 2. Legt man durch den Punkt O eine von O® verschiedene 
Gerade, so ist das Produkt der Koordinaten — und &* ihrer Fernpunkte =, =* 


stets 5° — —1 (Fig. 5). 


“m7 
}1) 


i 
| 
| 


Fig. 4 Fig. 5 


§ 2. Die Gleichung der Geraden. WeierstraBsche homogene 
Linienkoordinaten 


Unter Beniitzung der vorigen zwei Hilfssatze leiten wir nun die Gleichung 
der Geraden her. 

Wir betrachten zundchst eine Gerade mit den von £2 verschiedenen 
Fernpunkten =,H, die der Reihe nach die Koordinaten &, 7 haben (Fig. 6). 
Es sei durch Grenzkreiskoordinaten angegeben P(t, 0) ein beliebiger Punkt 

dieser Geraden. Der andere Fernpunkt S der 

5 (6) Geraden PS hat dann die Koordinate ao, 
| x und die Gerade O82 wird von dem Grenz- 
kreis durch P mit dem Mittelpunkt £2 in 
einem Punkte P’ geschnitten, fiir den mit 
Vorzeichen genommen OP’=t ausfallt. Es 
bezeichne * den Fernpunkt von der 
Koordinate = Durch die Spiegelung an der 
Geraden 5*£2 geht P offenbar in den Punkt 
P’, dieser durch die Verschiebung langs der 
Geraden O§2 mit der Strecke —?f in O tiber. 
Die urspriingliche Gerade =H wird daher 
durch die Aufeinanderfolge von dieser 
Spiegelung und Verschiebung in eine solche versetzt, die durch den Punkt O 
lauft. Die Fernpunkte =,H gehen bei der genannten Spiegelung offenbar in 
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die von den Koordinaten o—& o—n tiber. Sodann werden die Koordinaten 
der Fernpunkte, in die diese letzteren durch jene Verschiebung tbergehen, 
laut des Hilfssatzes 1 im vorigen § der Reihe nach e*(o—6&),e‘(o—7). Da 
aber die Verbindungsgerade dieser Fernpunkte identisch mit derjenigen ist, 
in welche =H versetzt wurde, also durch den Punkt O geht, so ist nach — 
dem Hilfssatz 2 das Produkt dieser zwei Koordinaten 
(1) e-*t(o—&) (o— 7) = —1. 
Demnach geniigen die Grenzkreiskoordinaten f,o eines jeden Punktes der 
betrachteten Geraden =H, dieser Gleichung (1). Es leuchtet sofort ein, dab 
auch jeder Punkt, durch dessen Grenzkreiskoordinaten ¢,0 diese Gleichung 
(1) erfiillt wird, der Geraden =H angehort. (1) ist also die Gleichung dieser 
Geraden in Grenzkreiskoordinaten. Sie geht wegen 
(o—§) (o—7)=Sn—E+n)o+o 
durch Multiplikation mit e’ in die Gleichung 
éjne*—(5+n)oe'+oe'+e—0 
iiber, und dieser kann mit Riicksicht auf die Formeln unter (3) im vorigen § 
die Gestalt 
§7)(Xs—%)—(§ + 7) 2+ X%+%1=0 
gegeben werden. 

Damit ist gezeigt, dap eine Gerade, deren zwei Fernpunkte =,H die 
Koordinaten &,7 haben, in WeierstraBschen homogenen Koordinaten x,, X., Xs 
durch die Gleichung 
{2) (§n—1) x, + (+7) m—(En+ 1)x,=0 
charakterisiert werden kann. 

Wird ein Fernpunkt von der Koordinate 7 mit $2 verbindet, so lautet 
die Gleichung dieser Verbindungsgeraden in Grenzkreiskoordinaten offenbar 
o—7=0. Durch Multiplikation mit e' wird diese Gleichung infolge der 
Formeln (3) des vorigen § 

Xy— n) (X3—X,) = 0. 

Die Gleichung der Geraden, die den Fernpunkt H von der Koordinate 
4 mit £2 verbindet, lautet also in WeierstraBschen homogenen Koordinaten 
(3) NX + Xy— Xs = 0. 


Wird die Gerade (2) nach dem Fernpunkt = gerichtet, so sollen die 
Zahlen 


Eee . z 
(4) Fein d Weel hag Un yard 


rey ’ 


57] s—1 
als die WeierstraBschen homogenen Linienkoordinaten dieser gerichteten Geraden 
erklart werden. Als solche erklare man fiir die nach 2 gerichteten Geraden (3) 
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die Zahlen 

(5) Vie) fh v= I, Wa es 

bei Umkehrung des Richtungssinnes sollen die Linienkoordinaten dieser 
Geraden mit —1 multipliziert werden. 


Es besteht fiir die WeierstraBschen homogenen Linienkoordinaten u,v, W 
einer gerichteten Geraden in jedem Falle 


(6) P+y—y—1, 


und thre Gleichung kann in WeierstraBschen homogenen Koordinaten x,, xX», Xs 
in der ,Normalform“ 


(7) ux, + UXg— W Xz —— O 

— geschrieben werden. Umegekehrt ist eine jede Gleichung dieser Art, in welcher 
die Koeffizienten u,v,w der Forderung (6) geniigen, die Gleichung einer 
gerichteten Geraden in ihrer Normalform. 


Davon iiberzeugt man sich leicht auf Grund der Erklarungen unter (4) 
und (5). 


§ 3. Transformation der WeierstraBschen homogenen 
Linienkoordinaten 


Nun sehen wir zu, wie sich die Weierstrafischen homogenen Linien- 
koordinaten transformieren, wenn statt des urspriinglichen £2OE ein neues 
Koordinatensystem $2’ O’E’ gewahlt wird ? 

Die Beantwortung dieser Frage kann auf die bekannte Tatsache 
gegriindet werden, dai bei einer Bewegung bzw. Umwendung der Ebene, 
ein jeder Fernpunkt von der Koordinate § in denjenigen iibergeht, dessen 
Koordinate 


»  @+8 
a) paste 
‘ist, wobei «, 8, y,d von § unabhangig sind und 
(2) ad—Py=+1 


ausfallt, je nachdem eine Bewegung bzw. Umwendung vorliegt.* (Im Falle 


ee 
y--0 geht der Fernpunkt von der Koordinate es in 92, und $2 in den 


Fernpunkt von der Koordinate = iiber.) Die Linienkoordinaten einer Geraden g 


3 Siehe z.B. Pau Szdsz, Uber die Hilbertsche Begriindung der hyperbolischen 
Geometrie, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), 243—250, insbesondere S. 246—247. 


10 Acta Mathematica VIII/1—2 
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in Bezug auf das neue System £2’O’E’ sind namlich die derjenigen Geraden g’ 
in dem urspriinglichen System {2OE, in die g bei derjenigen Bewegung 
bzw. Umwendung iibergeht, durch die ’O’E’ in £2OE tibergefiihrt wird, 
Sind die Fernpunkte der gerichteten Geraden g von £2, sowie von $2’ 
verschieden und sind die Koordinaten & 7 so gewahlt, dah g nach dem 
Fernpunkt von der Koordinate & gerichtet ist, so sind im Sinne von (1) die 
Koordinaten der entsprechenden Fernpunkte von g’ der Reihe nach 


(1*) er ab+ fC i 
| tC esas Nhe Oe 


Auf Grund dieser Formeln (1*) ergeben sich mit Riicksicht auf (2) fiir die 
Linienkoordinaten der Geraden g’ in Bezug auf das urspriingliche System 
die Werte (§ 2, (4)) 


Sevier (?—y)En+(e6—y0)(E+n)+e2—C 


ui = > ; 
inns fig mee). 

aa ney eae 2avéyn+(ey+eao) (E+ Mase Le 
57. +(§—n) 

icant BLL 8 (?+7)5y+(e8+y0)(E+n)+(% al 
E’— 7’ + (E—n) 


Es sind aber, wie sofort ersichtlich (§ 2, (4)), durch die urspriinglichen 
Linienkoordinaten der Geraden g ausgedriickt 


z ) ree : wu re 20 
Sere fea , ih ee Se ett Pe 
w—u w—u w—u 


und durch Einsetzen in die obigen Formeln erhalt man nach u, v, w geordnet 


| a= + |] SP ETO 14 (ep —70yvp STE |, 


(3) v= +t { (ay—f0)u+(ey+e0)v+(ay+ 0) Ww}, 
| w= + | cs ae u 4 (ep + v0) ee aaa Raa Es a 


Werden hierbei in der j-ten Gleichung die Koeffizienten von u,v, w der Reihe 
nach mit qj,, Qj,, a), bezeichnet (j= 1, 2,3), so lauten diese Formeln 


(3°) 


y= Qo U + AnyUv + QogW, 


| W’ =aA,uU+aypv+a,w, 
y= Qs, u + AsV + Qs5 WwW. 
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Diese Formeln (3) bzw. (3*) sind auch dann giiltig, wenn die Fern- 
punkte von g nicht beide von 2 und &’ verschieden sind. Davon iiberzeugt 


man sicht leicht, in jedem méglichen Falle. 
Fiir die Koeffizienten auf der rechten Seite von (3*) gelten die Gleichungen 
(  @u +a —an, = 1, 

(4) | Ay + Az2— Ay = 1, 
— Qis— Ai, + Aig = 1 
und auch noch 

Qh, Ayo + Ag1 M2 — As, Asp = 0, 
(5) | Qy2Qy3 + AgyAy, — Asp Ags = O, 
Q43Qq1 + Qo3 Ay) — A33Q3, = O. 


Diese ergeben sich auf Grund von (2) durch einfache Rechnung, mit Riick- 
sicht auf die unter (3) angeschriebenen Ausdriicke der Koeffizienten a,x. 


Die aus den Koeffizienten aj, gebildete Determinante ist 


3 ap ge 2 Se Ae ray pier 
e—y : b? +0 ep—=yd e—y a 0 
(6) . D=+ ay —po Py+ao ay+ 80 aa 
e+ 7—P?—d 3 . C++ P+ 
5 af+yo 5 


wie man sich davon auf Grund der ersten Gleichung unter (4) und mit 
Riicksicht auf (2), durch die Entwicklung 

D= ay, D, + ay Dy + ax, Ds 
nach den Elementen der ersten Kolonne leicht tberzeugen kann. 

Zusammenfassend kénnen wir also tiber die Transformation der Weier- 
straBschen homogenen Linienkoordinaten folgendes aussagen: 

Sind die WeierstraBschen homogenen Linienkoordinaten einer gerichteten 
Geraden g in Bezug auf das Koordinatensystem §2OE der Reihe nach u, v, w, 
so ergeben sich ihre Linienkoordinaten u’, v', w’ beziiglich eines neuen Systems 
2’ O'F aus den Formeln unter (3°), wobei die Koeffizienten aj von g un- 
abhdngig sind und der Gleichungen unter (4) und (5) geniigen, ferner die 
Determinante dieser Transformation 


(6") D=| Ay Gy Ay |= 1 


ausfallt. 


10* 
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Aus (4) und (5) folgt bekanntlich,* da8 fiir die Koeffizienten aj auch die 
Gleichungen 
Qi, + a2— ai; = 1, 
(7) a3, + @>— A, = I, 
— 3, — Ay + Ay = 1 
und 
Ay, Ax, + Ayy Ay — Ay3 Ays3 = O, 
(8) Any As1 + Ags A32 — Arg Azz = O, 
\ As, Ay, + Azg Ayy2 — A33 Qhs = 
bestehen. Diese Gleichungen kénnen iibrigens a4hnlich wie die unter (4) und 


(5), durch direkte Rechnung verifiziert werden. — 
Aus (3) folgen schon durch eine leichte Uberlegung die Formeln 


9 Q2 2 aay Pt eP—_e@ , 
ae y onde (ay 80) a pee ee aig a wit: 
| 2 2 \ 
v= + { (e6—yod)u’+(0y+ a0) v’—(e@+y0) w’}, 
ey NA as Fy ee $2 1 a2 1 2 2 
omy ag u'’—(ay+ Bo)u + aeePt mat Mle SK, eh w’ ( 
Z 2 \ 
Das bedeutet, mit Riicksicht auf die unter (3) angeschriebenen Ausdriicke der 
Koeffizienten a; in (3"), folgendes: 
Die urspriinglichen WeierstraBschen homogenen Linienkoordinaten u, v, w 
sind durch die auf das neue System 2’O'E bezogenen Linienkoordinaten 
u’,v’, Ww’ ausgedriickt 


ya 


Wea 


u= Qy, u’ + Ao, vv —As Ww’, 
(9) Vv = Ajo UW’ + Ags v’ — Aso Ww’, 
\ W== — 043 — Arg V' + Ass W’, 


wobei die Koeffizienten aj, mit denen unter (3*) identisch ausfallen. 


§ 4. Transformation der WeierstraBschen homogenen 
Punktkoordinaten. Der Abstand zweier Punkte 


Es seien die Weierstrafischen homogenen Koordinaten eines Punktes P 
in Bezug auf das Koordinatensystem £2OE der Reihe nach x,,x,,x;, die auf 
das neue System £2’O’E’ bezogenen Koordinaten desselben Punktes x/, xj, xj. 


4 Vgl. z. B. G. Kowatewskt, Einfiihrung in die Determinantentheorie einschlieflich der 
unendlichen und der Fredholmschen Determinanten (Leipzig, 1909), S. 161. 
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Wir sehen zu, wie sich die urspriinglichen Koordinaten durch die neuen 
ausdriicken lassen, und umgekehrt ? 

Es sei zu diesem Zwecke durch den Punkt P eine gerichtete Gerade g 
gelegt, deren Weierstrafischen homogenen Linienkoordinaten in Bezug auf 
das urspriingliche Koordinatensystem £2OE der Reihe nach u,v, w, im neuen 
System 2’O’E’ entsprechend u’,7’,w’ sind. Durch diejenige Bewegung oder 
Umwendung, welche das System £’O’E’ in @OE_ iiberfiihrt, gehen die 
Gerade g und der Punkt P in g’ bzw. P’ iiber, die auf das System QOE 
bezogen die Linien- bzw. Punktkoordinaten uw’, v’, w’ bzw. x, x5,x; haben. 
Da aber die Gerade g’ durch den Punkt P’ hindurchgeht, so ist (§ 2, (7)) 


u’ x, +v'x,—w’ x; = 0. 
Diese Gleichung nimmt durch Anwendung der Transformationsformeln der 
Weierstrafschen homogenen Linienkoordinaten (§ 3, (3")) die Gestalt 


(1) (11%, +o X5— Ag X3) Ut ++ (Qy2X + Ag. X5— Ago X3) U—(—y3X1— AogX3+ Qe3X3) W= O 
an. Wenn der Kiirze halber die Bezeichnung 

( Vie Qy1X; 7 Ay, Xg— As, Xs, 
(2) == Ayo Xj + Ano X3— AsyX3, 


V3 = — yy Xj — Agg Xp + Asg X53 


its diet) 


eingefiihrt wird, so geht diese Gleichung (1) in 
(1°) Vu +Yv—sw =O 
iiber. Aus (2) folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen (7) und (8) des 
vorigen §3 
Va—Va— i = — XT ee x, 

also ist 

R—-V—Vil, 
da doch xj, x5, x; WeierstraBsche homogene Koordinaten sind (§ 1, (1)). Dem- 
’ nach sind entweder y,,yo,y, oder —y:,—y»,—y; die Weierstrafischen 
homogenen Koordinaten eines Punktes Q in Bezug auf das System OE. 
Dieser Punkt Q liegt aber infolge (1*) auf der Geraden g, und zwar bei 
beliebiger Wahl der letzteren, die durch den Punkt P gelegt wird, deshalb 


fallt Q mit P zusammen. Die Werte y,, y,y; oder —jy;:,—J2, —Js sind also 
mit x,,%», x; der Reihe nach identisch, und es bestehen daher mit Riicksicht — 


auf (2) die Formeln 

X= € (Ay. Xq + Ay X2— As, X35), 
(3) Xo = 8 (Ay.X, + AyyX3 — Aso Xs), 

MG = é(— Qy3 X4 — og Xo + QsgX3), 
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wobei «— + 1, ausfallt. Jedem Punkt P entspricht ein solches Vorzeichen e, 
es muB aber noch bewiesen werden, daf es fiir jeden Punkt dasselbe ist, 
wie man erwartet. 

Wir zeigen, daB es unter (3) fiir jeden Punkt P dasselbe ¢«— + 1 gilt, 
je nachdem die Koordinatensysteme $2O0E und £2’O’E’  gleichsinnig oder 
ungleichsinnig ausfallen. 

Fiir den Beweis seien X,, X,, x, die Weierstrafischen homogenen Koordi- 
naten eines von P verschiedenen Punktes P. Dann gelten neben (3) die 
entsprechenden Gleichungen 


Be ==) (a; ae — Qo, X3— As, X5), 
‘Xy = ra CE A 4- Qo X3— Ay X5), 
ae —¢ (—a,;xX;— Ges Xo + Qs3Xz), 


und auf Grund der Gleichungen (7) und (8) im vorigen §3 ergibt sich 
hieraus 


Da aber hierbei der auf der linken Seite, sowie auf der rechten in Klammern 
stehende Ausdruck positiv ausfallt (§ 1, (7)), so ist e¢ >0, es bedeuten also 
é und « in den beiden Punkten gewifi dasselbe Vorzeichen. Wird nun (3) 
speziell auf den Punkt O’ angewandt, dessen Koordinaten in Bezug auf das 
neue System {2’O’E’ der Reihe nach x;=0, x,—0,x,—1 sind (§1, (8)); 
so erhdlt man aus der dritten Gleichung x,—ea,,, d.h. mit Riicksicht auf 
die dritte Gleichung unter (3) im vorigen § 


a +? + 6? + 0° 
2 


X; == fe é 


b 


wobei das Vorzeichen + oder — gilt, je nachdem das System £2’O’E’ durch 
eine Bewegung bzw. Umwendung in §2OE iibergefiihrt wird, oder mit anderen 
Worten die beiden Koordinatensysteme gleichsinnig oder ungleichsinnig aus- 
fallen. Das hat wegen x, >O (§ 1, (2)) zur Folge, dai diesen zwei Fallen 
entsprechend auch «= + 1 ist, wie behauptet wurde. 

Wir haben somit folgendes Ergebnis gewonnen: 


Sind xX, X,, xX; die WeierstraBschen homogenen Koordinaten eines Punktes 
P in Bezug auf das Koordinatensystem §2O0E und x,,x;, x die Koordinaten 
desselben beziiglich eines neuen Systems §2’O'E’, so bestehen die Transforma- 
tionsformeln 
X= # (Gy Xt + Ay, XH — Ay X5), 
(3") Xy == 1 (he X1 + Goa X2— yy X4), 


Xp See (—A43X,— Qos, X5 + 33 Xs), 
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wobei die Koeffizienten a, von P unabhdngig, ndmlich mit den obigen (§ 3, (3°)) 
identisch sind, und das Zeichen +- oder — giiltig ist, je nachdem das neue Koor- 
dinatensystem mit dem urspriinglichen gleichsinnig oder ungleichsinnig ausfiillt. 

Aus (3") kann schon auf Grund der Formeln (9) des vorigen § durch 
eine leichte Uberlegung gefolgert werden, daB die neuen Weierstrapschen 
homogenen Koordinaten x‘, x, x, durch die urspriinglichen X,, X., xX; ausgedriickt 

x; ai i (ay; X + Ap X2.+ ds Xs), 
(5) Xp == HE (gy X, + Ay Xp + ys Xs), 

“<== a (as X1 + Asq Xq + Asg Xs), 
sind, wobei das Zeichen +- oder — zu nehmen ist, je nachdem die beiden 
Koordinatensysteme gleichen’ oder entgegengesetzten Drehungssinn haben. Es 
kann noch mit Riicksicht auf die Formel (6") des vorigen § zusatzlich 
hinzugefiigt werden, dali die Determinante der Transformation (5) dem giiltigen 
Vorzeichen entsprechend A= + 1 ist. 

Die Formel (4) hat wegen ¢=¢=—-+ 1 zur Folge, dai der Ausdruck 
X3.X3—XyX.—xX,X, gegen Koordinatentransformation invariant ist. Wird das 
neue Koordinatensystem 2’O’E’ so gewahlt, 
dag O’ mit dem Punkt P zusammenfallt und 
P auf der Halbgeraden O’£2’ liegt (Fig. 7), so 
sind die neuen Koordinaten dieser Punkte 
X,=0, %=0, %4—1 (§ 1,.(8)) bzw. «1=—shd, 
x0, x,—=chd-(§ 1, (3)), also der fragliche 


Ausdruck 
XoXg— XoXo — Xe = Ch d: 5 gd OQ’ 
; : : : C= fe) 
Wir kénnen somit wegen der Invarianz dieses 
Ausdruckes folgendes feststellen: Fig. 7 


Der Abstand d der Punkte P und P von den WeierstraBschen homogenen 
Koordinaten x,, X»,X3; bzw. X,, Xo, X3 ist durch die Formel 
340) ch d = X3X3—XaX2— 1X 
bestimmt. 

Mit Hilfe dieser Formel kann die einfache geometrische Bedeutung der 
Koordinate x, gleich entdeckt werden. Wird namlich neben dem Punkt 
P(x, Xo, X3) als zweiter Punkt der Ursprung des Koordinatensystems P—O 
gewahlt, déssen Koordinaten xX, =0, % —0, x= 1 sind (§1, (8)), so lehrt 
die Formel (6) folgendes : aes 

Die dritte Koordinate des Punktes P ist mit dem Abstand OP=d 
ausgedriickt 
(7) X3=chd. 
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§ 5. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden 


Es seien x;,X»,xX, die WeierstraBschen homogenen Koordinaten eines 
Punktes P und u,v,w die Linienkoordinaten einer gerichteten Geraden g- 
Hat ein neues Koordinatensystem £2’O’E’ dasselbe Drehungssinn wie das 
urspriingliche System S2OE, so ist nach den Formeln der Transformation 
der Linien- bzw. Punktkoordinaten (§ 3, (3*), § 4, (5)) ; 


ux, be! xs— Ww’ x5 = (Qn + Av + yyW) (Ay X1 + Qi Xo + 3X5) + 
+ (Ay U + xv + Ags W) (Ao) X + Ay X2 + Arg X3) — 
— (As, U + AsV + Ag3W) (3, X + Ag2 Xo + Ag3Xz). 
Es besteht also auf Grund der Gleichungen (4) und (5) des §3 die Formel 
(1) ux, +e xy—w’ x, = ux, + vXs— WX. 


Der Ausdruck uwx,-+- vx,—wx, ist demnach gegen Koordinatentransformation 
bei Beibehaltung des Drehungssinnes invariant. Dieser Ausdruck hat eine 
einfache geometrische Bedeutung. Um sie zu bestimmen, werde das neue 
Koordinatensystem £2’O’E’ so gewahlt, wie es an der Figur 8 zu sehen ist. 
Wir nehmen zunachst an, dafi P auf der positiven Seite der Geraden g liegt, 


0? = PUx,,x,,%) 
at 


(ey H 
Fig. 8 Fig. 9 


und es sei ¢ der Abstand dieses Punktes von g. Die Fernpunkte =,H der 
Geraden g (wobei = in die positive, H in die negative Richtung gefallen sei) 
haben in Bezug auf das neue System 2’O’E’ (Fig. 9) offenbar die Koordi- 
naten E=e', 7 —=—e', wobei t>O ausfallt (§ 1, (9)). Die WeierstraBschen 


homogenen Linienkoordinaten von g sind also in diesem neuen System 
(§ 2, (4)) 
, , , Snt+l —et+1 


OO ae a ~ —= — shr 
bd ? E—7 2et 
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und die Koordinaten von P (§ 1, (8)) 
| x= Vv, core), bie we 
Demnach ist auf Grund von (1) der fragliche Ausdruck 


ux, +vx,—Wwx, = sht. 
Liegt P auf der negativen Seite von g, d.h. auf der positiven Seite der 
entgegengesetzt gerichteten Geraden von den Linienkoordinaten —u, —v, —w, 
so ist nach dieser Formel 

0X, — VX -- WX; = Shit. 
Zusammengefait kénnen wir dieses Ergebnis so ausdriicken: 

Sind xX,, X2, X, die WeierstraBschen homogenen Koordinaten eines Punktes P 
und u,v, w die Linienkoordinaten einer gerichteten Geraden g, und wird der Ab- 
stand t dieses Punktes von dieser Geraden positiv oder negativ genommen, je nach- 
dem P auf der positiven oder negativen Seite von g liegt, so besteht die Formel 
(2) sh t= ux, + vx,—Wwx;. 

Diese Formel (2) ist geeignet, die einfache geometrische Bedeutung der 
Koordinaten x,, x, zu entdecken. Da namlich der Fernpunkt E offenbar die 
Koordinate §—1 hat und folglich die Koordinate des anderen Fernpunktes 
der Geraden OE 7, —1 ausfallt, so sind die Linienkoordinaten dieser nach 
E gerichteten Geraden der Reihe nach —1,0,0 E 
(§ 2, (4)). Wird also der Abstand des Punktes f 
P(X,, Xo, X3) von der Geraden OE mit —a be- 
zeichnet, so ist nach (2) —x,—sh(—a), d.h. 
x,—sha. Und da der andere Fernpunkt der 
Geraden O die Koordinate O hat, also die 
Linienkoordinaten dieser nach £2  gerichteten 
Geraden der Reihe nach 0, 1,0 sind (§ 2, (5)), 
so besteht fiir den Abstand 6 des Punktes P von 
O® im Sinne von (2) x,—sh 8. 

Mit Riicksicht auf die Formel (7) des vorigen § kénnen wir also tiber 
die geometrische Bedeutung der Weierstrafschen homogenen Koordinaten 
eines Punktes zusammenfassend folgendes feststellen : 

Wird es im Koordinatensystem §2OE der Abstand eines Punktes von der 
Achse OE mit a, von der anderen Achse O82 mit 6, und vom Ursprung O 
mit d bezeichnet, und zwar aan der rechten Seite von OE, b an der oberen 
Seite von O® positiv, und an der anderen negativ genommen, so sind die im 
§ 1 unter (3) definierten Weierstrapschen homogenen Koordinaten dieses Punktes 


(3) +, == sha; = SiVD, echo 
(Fig. 10). 


Fig. 10 
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§ 6. Die geometrische Bedeutung des Ausdruckes 1, t. + 00%—W,Ws 
in Bezug auf zwei Geraden 


Wir betrachten nun zwei voneinander verschiedene gerichtete Geraden 

2, Z», die im Koordinatensystem £2OE die Weierstrafischen homogenen Linien- 

koordinaten w,,v;,W, bzw. Ws, %,W, haben. Auf Grund der Formeln unter (3°) 

im §3und mit Riicksicht auf die Gleichungen unter (4) und (5) in demselben § 

ist der Ausdruck w,u,-+1,7.—w,w, gegen Koordinatentransformation invariant. 

Es sind beziiglich der geometrischen Be- 

j deutung dieses Ausdruckes drei Falle zu 
—, unterscheiden. 


1° Fall. Die Geraden g,, g» schnei- 
den einander. 

Das neue Koordinatensystem £2’ O'E’ 
werde so gewahlt, wie es die Figur 11 
zeigt. Die Fernpunkte von gy seien =., Hy, 
wobei =, in die positive Richtung fallt, 
und die von g, seien entsprechend 
=, = 2',H,. Von =, werde auf g. das Lot 
gefallt, und der Fufpunkt F desselben 

Fig. 11 habe von O’ den Abstand a, mit Vorzei- 
chen genommen. Dann sind im neuen 
System §2’O’E’ die Koordinaten der Fernpunkte =,,H, der Reihe nach & —e*, 


No —e" (§ 1, (9)), also werden die neuen Linienkoordinaten der Geraden 
8 (§ 2, (4)) 
7 ; e*—e-4 : 
Uy == +, Vg = —— o— 
ly ahve rte tha, Ws ; 


wahrend die von 9, 
ui, ==0, y= 1, wi ==0 
sind (§ 2, (5)), da doch der zweite Fernpunkt H, dieser letzteren Geraden 
auf diesem neuen System bezogen die Koordinate 7,—0O hat. Also folgt 
uy, us + v,vs— ww, = tha, 
und wir haben somit wegen der Invarianz des fraglichen Ausdrucks folgendes 
Resultat gewonnen: 
Fiir einander schneidende Geraden g,, g. hat man 
(1) Uy Uy + 0, 0,—W, WwW. = tha, 
wobei a den vom Schnittpunkt der beiden Geraden gerechneten Abstand des 
Fufpunktes desjenigen Lotes bedeutet, welches von dem in die positive Richtung 
fallenden Fernpunkt der Geraden g, auf g, gefillt wird (Fig. 11). 
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2° Fall. Die Geraden g,,g). haben ein gemeinsames Lot und_ sind 
gleichgerichtet. 

Es sei a>O der zwischen g, und g, fallende Teil des gemeinsamen 
Lotes, und das neue System 2’O’E’ werde so gewahlt, wie es die Figur 12 
andeutet. In diesem neuen Koordinatensystem haben die Fernpunkte der 
Geraden g, die Koordinaten §& —1, %,——1, wahrend die Koordinaten der 


Fig. 12 Fig. 13 
Fernpunkte von g, entsprechend & —e’, j,.——e* sind (§ 1, (9)). Die neuen 
Linienkoordinaten sind mithin 
u;—=—1, v= 0, yw ==O0 
bzw. 
un’ —e7—] , w. 
Ds a ae oe , Ve — 7S ? 
2 Qe ’ 2 
also ist 
, , f 4 , , , e74 1 
Us Uy + vivo — W, Wo = a =—==Ch d: 


Wegen der Invarianz des fraglichen Ausdruckes kann demnach folgendes 


festgestellt werden: 
: Haben die Geraden g,, g ein gemeinsames Lot und sind sie gleich- 


gerichtet, so ist 
(2) Uy, Uy + 0,0.—W,W, = cha, 
wobei a den Abstand der Schnittpunkte dieser Geraden mit threm gemeinsamen 
Lot bedeutet (Fig. 12). 
3° Fall. Die Geraden g,, g» sind hyperbolisch parallel und gleich- 


gerichtet. 

Es kann offenbar angenommen werden, dai die beiden Geraden nach 
dem gemeinsamen Fernpunkt gerichtet sind. In diesem Falle werde das neue 
Koordinatensystem so gewahlt, wie es an der Figur 13 zu sehen ist. Wird 
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das von O’ auf g, gefalltes Lot als positive Strecke mit ¢ bezeichnet, so hat . 
in diesem neuen System £2’O’E’ der gemeinsame Fernpunkt der beiden 
Geraden die Koordinate &,=-&,—e' und der andere Fernpunkt von g, die 


Koordinate 7,——e‘, wahrend die des zweiten Fernpunktes von g, offenbar 
No —- —e' ausfallt (§ 1, (9)). Demzufolge sind die neuen Linienkoordinaten 
dieser Geraden (§ 2, (4)) 
any, ; : 
1 et + e- ? 1 ? W, = 0) 

bzw. 

, e! —] , 

i= roe oc cht, i: w2=0, w=; 


woraus sich 
u0,-+ v}%4,— ww, = 1 

ergibt. Wegen der Invarianz dieses Ausdruckes sind wir somit in diesem 
dritten Falle zum folgenden Resultat gekommen: 

Es besteht fiir hyperbolisch parallele und gleichgerichtete Geraden g,, 2> 
die Gleichung 
(3) Uy Up + V1 V2— W, Wo = 1. 

Aus den gewonnenen Formeln (1), (2) und (3) kann mit Riicksicht auf 
den Verlauf der Funktionen chf und th? folgendes gefolgert werden: 

Die in WeierstraBschen homogenen Linienkoordinaten gegebenen Geraden 
£:(th, 11, Wi) UNd Q>(U2, Vo,'We) 

1. schneiden einander dann und nur dann, wenn 


| Ut, Us aL Vy Vg2— Wy, W | << 1 
ausfdllt, insbesondere stehen sie nur dann aufeinander senkrecht, falls 


Uy Uy + 0, V2— W, W. = 0 
ne 
2. haben ein gemeinsames Lot dann und nur dann, wenn 
| Uy Uy + 04 %y— Wy Wo| > 1 
ausfallt ; 
3. sind hyperbolisch parallel dann und nur dann, falls die Gleichung 
Uy Ug + V,V2— WW, = +1 
besteht. 
* 


Wie man sieht, haben wir durch die Erérterungen der §§ 1—6 die 
analytische Geometrie der hyperbolischen Ebene begriindet, und zwar ohne 
Verwendung der hyperbolischen Trigonometrie. 
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Es ist auch nicht schwer, die homogenen Koordinaten von Fernpunkten 
und von idealen Punkten einzufiihren, sowie den Begriff der idealen Geraden 
bzw. Randgeraden analytisch zu erkléren. Die Identitat der hyperbolischen 
Geometrie der Ebene mit dem bekannten Klein—Hilbertschen Kreismodell, 
ist sodann eine Folge dieser analytischen Geometrie. 

Wir bemerken noch, dafi auf Grind der sogenannten Endenrechnung 
von D. HILBERT,’ die analytische Geomeirie der hyperbolischen Ebene, von 
der Stetigkeit unabhangig, in ganz ahnlicher Weise aufgebaut werden kann. 


(Eingegangen am 2. Januar 1957.) 


5 D. Hirpert, Neue Begriindung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie, Mathe- 
matische Annalen, 57 (1903), S. 137—150, oder Grundlagen der Geometrie (Leipzig und 
Berlin, 1930), 7. Aufl., Anhang III, S. 159—177, insbesondere §§ 2—3, S. 145—149 bzw. 
170—174. 
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DIE HYPERBOLISCHE TRIGONOMETRIE 
ALS FOLGE DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE 
DER HYPERBOLISCHEN EBENE 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


In der vorangehenden Arbeit! habe ich die analytische Geometrie der 
hyperbolischen Ebene mit den klassischen Hilfsmitteln, d. h. durch Anwendung 
der Ayperbolischen Parallelen und des Grenzkreises begriindet, ohne von der 
Trigonometrie dieser Ebene Gebrauch zu machen. Letztere kann mit denselben 
Hilfsmitteln in der Ebene selbstandig hergeleitet werden, das wurde erstmalig 
von H. LIEBMANN®* erkannt und dargetan. Sie ist aber auch als Folgerung in 
der nach meiner Methode begriindeten analytischen Geometrie der hyperboli- 
schen Ebene enthalten, wie ich in dem zitierten Aufsatz schon bemerkt habe.’ 
Das zu zeigen, ist das Ziel der vorliegenden Note. Dabei setze ich meine | 
genannte Arbeit als bekannt voraus. 

Zunachst wende ich mich der Herleitung f 


Team 


der hyperbolischen Streckentrigonometrie zu. 
Es werde ein bei C rechtwinkliges Dreieck 
ABC mit den Bestimmungsstiicken 
BC =a, CA=b, AB=c, 
xA =A, 2B = p 
betrachtet. Das Koordinatensystem {2OE sei 
so gewdhlt, wie es an der Fig. 1 zu sehen ist. 
Die Fernpunkte =,H der Geraden AC haben 
dann die Koordinaten § =e’, 7 =—e? (a. a. O.'; 
§1, (9)) und fiir die Weierstraischen homo- HS), 
genen Koordinaten x,, x,,x, von A ist x,—chc (a. a. O.', § 4, (7)). Es besteht 
deshalb im Sinne der Gleichung dieser Geraden =H (a.a.O.', § 2, (2)) 


(—e4#—1) x1 £0 - xg— (— er + 1)che=0, 


1 Paut SzAsz, Begriindung der analytischen Geometrie der hyperbolischen Ebene mit 
den klassischen Hilfsmitteln, unabhangig von der Trigonometrie dieser Ebene, Acta Math. 
Acad. Sci. Hung., 8 (1957), S. 139—157. : 

2 H. Liepmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie, Berichte 
iiber die Verhandlungen der Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, Math.- 
phys. Klasse, 59 (1907), S. 187—210. 

3 Siehe a. a. O.1, Einleitung. 
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woher sich 


er4 | 


(1) ail ee 


ergibt. Werden nun dieser Wert von x, und die Werte x,=sh6, x; che 
(a. a. O.', § 5, (3)) in die Gleichung 
xe—xXe— Xi = 1 
(a. a. O.', § 1, (1)) eingesetzt, so erhalt man 
ch?c—sh? 6 —th’?ach’c = 1, 
woraus nach geeigneter Umformung durch Wurzelausziehung 


(1) che=cha chb 
folgt. ; 
Bezeichnet ferner m den Abstand, dem der Winkel wu als Parallelwinkel 
angehdrt, so sind die Koordinaten der Fernpunkte =’, H’ der Geraden AB 
(Fig. 2) 6 =e" und 7 = —e™ (aya, 0O8 
§ 1, (9) und Hilfssatz 2). Da weiter x,=shb ~ 
ausfallt (a. a. O.’, § 5, (3)), so ist nach der 
Gleichung dieser Geraden =’ H’ 


—2x,+(e"—e-”) shb—O0-x, =0, 


d. h. 

(2) x,=shbshm. 

Durch Verwendung von (I) ist aber 
“ihe: Bes oe! ch*b 


(1) und (2) ergeben also 
ch*c— ch’ 6 = sh’ b sh? m. 
Nach einer leichten Umformung und darauffolgende Wurzelausziehung erhalt 
man daraus 


(ll) 


Fig. 2 


shee) 
she  chm- 


Diese Formeln (1) und (II) haben schon die ganze hyperbolische 
Streckentrigonometrie zur Folge. 

Um die gewohnliche hyperbolische Trigonometrie zu gewinnen, ist nur 
noch die Bestimmung des Parallelwinkels als Funktion des Lotes ndétig, d. h. 
die Herleitung der klassischen Formel 


(3 Tage 
(3) ctg-5 =e", 
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welche iibrigens mit den Formeln 


_- 1 
chm ’ cos w= thm, eet eae 


daquivalent ist. Im Besitze der analytischen Geometrie der hyperbolischen 
Ebene, die ich in der von mir gegebenen Begriindung hierbei vorausgesetzt 
habe, ist das kein Problem. Die Identitaét der hyperbolischen Geometrie der 
Ebene mit dem bekannten Klein—Hilbertschen Kreismodell‘ ist namlich eine 


(4) sine = 


Ve 


Bidar 


Folge dieser analytischen Darstellung, und die zweite Formel unter (4) ist an 
diesem Modell unmittelbar abzulesen (Fig. 3).° 

Die Formeln der Streckentrigonometrie gehen nunmehr auf Grund von 
(3) bzw. (4) in die der gew6hnlichen hyperbolischen Trigonometrie iiber. 
Insbesondere nimmt die Formel (II) die Gestalt 


(II ) Heo ek 
an. 


’ (Eingegangen am 25, Januar 1957.) 


4 F, Kiem, Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, Mathematische Annalen, 
4 (1871), S. 573—625, insbesondere S. 620—621 ; oder Gesammelte Mathematische Abhand- 
lungen. I, (Berlin, 1921), S. 254—305, insbesondere S. 300—301; ferner D. Hisert, Grund- 
lagen der Geometrie (Leipzig und Berlin, 1930), 7. Aufl., S. 38. 

5 Fiir eine iuBerst einfache direkte Herleitung der Formel (3) siehe Paut SzAsz, Neue 
Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen Ebene mit den klassischen Hilfs- 
mitteln, Acta Sci. Math., 14 (1952), S. 247—251. 
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BEMERKUNG UBER DIE VERTEILUNG DER ZIFFERN 
IN DER CANTORSCHEN REIHE REELLER ZAHLEN 
Von 


P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


Unter der Canterschen Reihe (vgl. z. B. PERRON [2]) einer reellen Zahl x 
(O<x< 1) versteht man die Reihe 


(1 x= 5) _& (x) 
(1) Da aac 
wobei q,, g,... eine vorgegebene Folge natiirlicher Zahlen mit gx = 2 ist, wah- 
rend die (x) von x abhangen und jedes ¢,(x) die Werte 0,1,...,q,—1 


annehmen kann. 

A. RENyI [1] hat bewiesen, daf in der Reihe (1) unter gewissen Bedin- 
gungen jede Ziffer ,gleich wahrscheinlich“ ist. Sein Satz lautet folgender- 
mafen: 

Die Grundzahlenfolge q,, q.,... geniige der folgenden Bedingung: 

~ 1 

2) & qk - 

Es bezeichne N,(x,r) die Anzahl der &(x)—=r (kK=n). Dann gilt fiir 
fast alle x (d. h. fiir alle Zahlen x des Intervalls (0, 1) bis auf eine Nullmenge) 
und fiir nichtnegative ganze r und s, fiir welche mit Ausnahme von endlich 
vielen Werten von k, g, = max (r,s) ist, die Relation 


Coo, 


lim Nn(X, 1) 
(2) n> N,.(x, s) =e 


Daraus folgt, daf, falls die Folge {g,} aufier a) auch der Bedingung 


b) qi ° 
geniigt, (2) fiir jedes nichtnegative ganze r und s gilt. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des bekannten Borelschen Sat- 
zes tiber die Verteilung der Ziffern in der g-adischen Entwicklung reeller 
Zahlen (BoREL [4]). Der Borelsche Spezialfall bezieht sich auf den Fall 
ie de Sd: 

Da die Basen der g-adischen Entwicklungen nur natiirliche Zahlen = 2 
sein kénnen, also jedenfalls eine abzaéhlbare Menge bilden, kann der Borel- 


11* 


164 Pp. szUSz 


sche Satz etwas allgemeiner folgendermafen ausgesprochen werden: Es sei 


(3) x= > (a: (2) 220, Teg alee ee 
| 


und es bezeichne N,,(x,r) die Anzahl der «(x)—=r (K=n). Dann gilt fur 
beliebiges r und s und fiir fast alle x die Relation (2), wobei fiir q sede 
natiirliche Zahl = 2 zugelassen ist. 

In der Arbeit [1] hat A. REny! darauf hingewiesen, daB sich diese Verall- 
gemeinerung des Borelschen Satzes auf allgemeine Cantorsche Entwicklungen 
nicht iibertragen lat. Die wortliche Ubertragung wiirde namlich folgender- 
mafen lauten: Es bezeichne N,,(x, r) die Anzahl der «,(x)—=r (kK =n) in der 
Reihe (1). Dann gilt (2) fiir fast alle x auch dann, wenn q,, q,... eine den 
Bedingungen a) und b) geniigende, aber sonst beliebige Grundzahlenfolge 
bedeutet. 

Der Grund dafiir, daB dies nicht wahr ist, besteht darin, da{ die Menge 
der den Bedingungen a) und b) geniigenden Zahlenfolgen q,,q.,... von der 
Machtigkeit des Kontinuums ist. RENy! [1] hat gezeigt, daB vielmehr der 
folgende Satz gilt: 


SATZ 1. Es sei x eine beliebige Zahl des Intervalls (0,1). Dann gibt es 
eine den Bedingungen a) und b) geniigende Zahlenfolge q,, qs,... derart, dap 
fiir die Cantorsche Reihe nach dieser Grundzahlenfolge der Zahl x die Rela- 
tion (2) nicht fiir jedes r=O und s=O zustimmt. 


Der Rényische Beweis dieses Satzes beruht auf einem Gedanken von 
P. Erpos. Die Konstruktion liefert zwar eine Zahlenfolge q,, qo,...., die a) 
und b) geniigt, weitere Eigenschaften kénnen jedoch nicht gesichert werden. 
Es kann z. B. durch die Erdés—Rényische Konstruktion nicht gesichert werden, 
dafi die Zahlenfolge q;,q.,..., deren Existenz durch Satz 1 gesichert wird, 
monoton zunehmend ist, oder eine vorgeschriebene Wachstumsordnung 
besitzt. Ich gebe daher eine Verscharfung des Satzes 1, die einerseits besagt, 
dafi man die Glieder der der Behauptung des Satzes 1 geniigenden Zahlen- 
folge (bis auf das erste Glied) ,lokalisieren* kann, andererseits da& man die ~ 
Forderung ,(2) wird nicht fiir alle r und s erfiillt* durch die stirkere Be- 
schrankung ,es gilt stets ¢,(x)— 1 ersetzen kann. Mit anderen Worten: die 
Ziffer O kommt gar nicht vor. Ich beweise genauer den folgenden 


SATZ 2. Es sei x beliebig mit 0<x<1-und ¢c,0,... eine beliebige 
vorgegebene Folge natiirlicher Zahlen mit c,.=2 (k=1,2,...). Dann gibt 
es eine Grundzahlenfolge q,,q.,... derart, dap 

@ 
(4) Boe pS ase ACS) 


t=1 ido.-- Qe’ 
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wobei 

(5) 0= g.—cC < 16 (k= 2, 3,...) 
und 

(6) 1=&(x)=qm.—1 Was ed ah 


Bewels. Zunachst brauche ich eine rekurrente Formel. Es gelte (4) fiir 
eine beliebige gegebene Zahlenfolge q,, q.,... mit O = «,(x) = q@,—1. Dann ist 


= ronk tree ES aC Pet ae 


(7) RS a(x) ) 
Os ee Qeee 7 — 22) _|\_, < 
a | Pash ha a) én(x) <1, 
also 
Dee tien Ee) 
8 (0) =|anlo ae et wl |. 
(8) (3) =[a.[g.gs---ga[x—S 2) 
Setzt man 
9 yet ‘| sys tac j, 
(9) Pel ie ie 0a | 
so wird wegen (7) und (8) 
(10) En (X) = [Gn 9n-1] 
und 
( 1) On = (gn 0n-1), 


wobei [...] den ganzen Teil und (...) den Bruchteil der in Klammern stehen- 
den Zahl bedeutet. 
Ferner bendtige ich den folgenden einfachen 


HitFssatTz. Es sei 6 eine reelle Zahl mit O< @< 1, ferner sei 


(12) g—=24% (AB. ganz, (A,B)=1,|9/< 1). 
Dann gilt fiir jedes ganze n und fiir k=1,2,...,B 
(13) tn 9=(04+ 4 9+9 


wobei 0(n) eine von n und B abhingige positive Zahl ist, die jedenfalls 


kleiner als + ist, wihrend w(k) (k=1, 2,...,B) eine Permutation der Zahlen 


12,6. >, >. vedeuter. 
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Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich sofort aus (12) und aus der 
Tatsache, da fiir teilerfremde A und B mit k auch Ak-+/ ein vollstandiges 
Restsystem (mod B) durchlauft, wobei / eine beliebige ganze Zahl ist. 

Nun sind wir in der Lage, die Konstruktion, die den Beweis des Sat- 
zes 2 vollendet, durchzufiihren. 

Zunachst wahlen wir ein g, (q, = 2) derart, daf 


(14) eg <a< gy 


erfiillt wird, wobei 0, (und im weiteren 0,,0;,...) die Bedeutung (9) hat. 
(1) 
7 denjenigen Nahe- 


rungsbruch der Kettenbruchentwicklung von 0, (bereits in irreduzibler Gestalt 
geschrieben), fiir welchen 


(15) BO <8 = B®, 
gilt. 


Wegen 0<x< 1 ist dies sicher méglich. Es bezeichne 


Bekanntlich gilt 


1 


(16) G— BO er eve Bo B®, B®, ’ 


also wegen (15) jedenfalls 


arene: l 
Aus (15) und (17) folgt 
(18) Bee. 
Ware namlich By’ — 1, so wiirde aus (17) 
; l 
1d, — A = 8 


‘folgen, was (14) widerspricht. 
Nun unterscheiden wir zwei Falle, je nachdem Bi” = 3 oder B” = 4 ist: 


a) Es sei BS” =3, also BY’ —2 oder 3. Dann folgt aus (15) und (16) 
Pe Satay ge) 
BO] = 3 BO 


Hieraus folgt wegen des Hilfssatzes, da fiir ein beliebiges Teilintervall / von 


1 Vgl. z. B. Perron [3], S. 43. 
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hes lear 
Fa 8-716 
((co +8) 01), (co +9) 01), (C2 + 10) 0,) 


dem Intervall / angehGrt, wobei c, eine beliebige ganze Zahl ist. Es bezeichne 
42 diejenige der Zahlen c,+8,c.+9, c.+10, fiir welche die Ungleichung 


eine der Zahlen 


| (0,1) von der Lange ; + 


1 7 
‘oom (929:) < 8 
oder wegen (11) die Ungleichung 


(19) ee 


gilt. Es gilt jedenfalls 
(20) 0 < qo—Cy = 10, 
ferner wegen (10), (14) und g,=8 auch s,(x) =[q,0,] = 1. 


b) Nun nehmen wir an, da& BY = 4 ist. Dann gilt, ebenfalls wegen 
des Hilfssatzes, fiir eine der Zahlen c,+8,c.+9,...,c.+8,—1+8, die ich 
mit g. bezeichne, 


1 tT 
soe < (9. 0,) = Ri , 
also auch (19). Wegen (15) gilt 


(21) 0<m—tG < 16, 


und wegen (14) und g,=8 auch «(x)= 1. 

Wegen (19) laf£t sich unsere Konstruktion wiederholen. So erhalten wir 
der Reihe nach die Zahlen q;,q.,..., die (5) und (6) erfiillen. Damit ist 
unser Satz 2 bewiesen. 

Es sei noch folgendes bemerkt: Die Konstante 16 in (5) la{t sich 
offenbar durch eine kleinere ersetzen. Es ware interessant, die kleinste Zahl 
‘K zu bestimmen, die die Eigenschaft hat, daB sich zu jedem x und zu jeder 
Zahlenfolge c,,c.,... eine Grundzahlenfolge q,, q.,... mit (4), (6) und 


(5’) OS Q—C1c= kK (Mee one te) 
angeben 1abBt. 


BUDAPEST, FORSCHUNGSINSTITUT FUR MATHEMATIK 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 


(Eingegangen am 4. Januar 1957.) 
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ON CERTAIN SOJOURN TIME PROBLEMS IN THE THEORY 
OF STOCHASTIC PROCESSES 


By 
L. TAKACS (Budapest) 
(Presented by A. Rény1) 


Introduction 


_ Let us consider a_ stochastic - process {E(#),0 =t< co} whose random 
variables take on values in X where X is an arbitrary abstract space. Let 
B be a subset of the state space X. Define a new stochastic process 
{7(t), 0 =t < ©} supposing ; 

ey ees (eb, 
XO=)0 if EER. 


Let us introduce the following random variable: 


t 


a(t) | x(u)du 


if it exists. @(¢) yields the measure of the set consisting of those points wu of 
the interval (0,¢) for which &(u)¢€B. We shall investigate the distribution 
and the asymptotic distribution of the random variable @(t) defined on a wide 
class of stochastic processes. 

The mentioned problems were treated by A. N. KoLmMoGorov [7], R. L. 
DOBRUSIN [2] in case of Markov chains, by F. 1. KARPELEVICH and V. A. 
USPENSKY ([2], p. 296) in case of a certain Markov process, and by the 
author [8], [9], [10] in case of certain recurrent processes. 

In the following we specialize the process {&(f),0=t< ~}. Let 
X=A-+B where A and B are disjoint sets. Suppose §(0)€A. Then the 
process assumes alternatingly the states A,B, A,B,A,.... Denote by 
E,, ™,&, %,&3,... the times spent in states A and B, respectively. Suppose 
that {&,' and {7,' (n 1, 2, 3,...) are non-negative independent random vari- 
aDles with P{e.— x—= G(x) and P{y, = xp—=_ (x) (n ==], 273, ...). ACcor- 
dingly G(x) is continuous on the left and A(x) is continuous on the right. 

Let us introduce some notations. Put §&+6+---+&—6, and 
M7: +in=7. (n= 1, 2, 3,...), further 0=7,=0. Denote by e(Z) 
and ((f) the total time spent in states A and B, respectively, during the time inter- 
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val (0,f). Clearly «(t)+8(t)=t. Let us put P{@(f) S x} = Q(¢,x), whence 
Pf{a(f)<x}=—1—2(,, 1—x): 
Let us write 


c= | xdG(x) and @= | xdH(x), 
) 6 
further 
o2 —|(x—a)'dG(x) and o3=| (x—8)°dH(o. 
6 6 


Furthermore we define F(x) = G(x)*AH(x), i. e. 


F(x) =| G(x—y)dH()). 


§ 1. The distribution of @(¢) 


THEOREM 1. The random variable @(t) has the following distribution 
Junction: 


Q 2&H= YMG —)—Gea(—9), 


where H,,(x) (n= 1, 2,...) denotes the n-th iterated convolution of the distrib- 
ution function H(x) with itself and H,(x)=1 if x =O, H,(x)=0 if x <0; 
and G,(x) is defined similarly, but G,(x)=1. 


Proor. We need the following 

LEMMA 1. /f y and © are non-negative random variables, then we have 
(2) Plysx%S+yst}—P{(2zt—x,0+y7sh—P{ysx,6<t—x}. 

To prove (2) we introduce the following events: 

E=({ye=x}, B=(C<t—x}, E={0+y7 st}. 
We can write 
E,.E= 5, E,E+E,£,E. 
Now EE; CE, ie. E.E;E=£,E, and EE CE), ie. FE, b= Fy Cone 
sequently 
E,E==E,F,-+ BE 
and the events on the right-hand side are exclusive events. Thus 
P{E,E}=P{E,E,} + P{E,E} 

which proves the lemma. 
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Now we pass to the proof of (1). The event @(#) =x can occur in the 
following mutually exclusive ways: at the instant ¢ the system is in state A 
and the time interval (0, f) contains n (n=0,1,2,...) complete B-intervals 
with total length y, =x or at the instant f the system is in state B and the 
time interval (0, 7) contains n (n= 1, 2,3,...) complete A-intervals with total 


length ¢, =t—x. Consequently, with the aid of the total probability theorem 
we can write 


(3) Qt, x) aie > Pix = x, Cn + Yn SS fie Caxl + ¥n} + 
a 2 Pt, = t —— Xs Cnt Xn-1 = r= ba = Yn}: 
Here > 
P {yn =X, Crt Xn = cz Cpei +n} == 
ss Pay, = 9, Ge a Yn = N—P{y, = 3g teil + Yn = t} 

and ; 

Pic, = =X, Cnt ¥n-1 = t< Ce + Yn} =. 

—— Pi =a t—x, Cn + Yn-1 = t}— P{C,, = t—x, Crt yn = ti. 


Taking into consideration that ¢,=0, for O=x<t we have 
2(¢, y=> [P {xn =x, Cn Yn = f—P{C, = 1X, On + Xn = Clee ; 
n—0 


— 2, [P{x = x, Cnti + Xn = h —P{on+t = {=X See + Yn = th]. 


Using Lemma 1 and the independence of the random variables ¢n, yn 
(nz— Oni, 2,...) we have 


Q(t, x) = > [P {yn SX, bn < t—x} —P (yn SX, Sas < t—X}] = 
n=0 


a > P{y, = x} [P{b, < f—x}—P {Oni < f—x}]. 


As P{y, = x}=A,(x) and P{S, <t—x}=G,(t—x) (n=O, 1, 2,...), Theo- 

rem 1 is proved for O=x<¢t and clearly $2(¢,t)=—1. . 
REMARK 1. Denote by 7 the least instant for which @(r)—¢t—x. Then 

clearly (r) € A. What is the probability that under these conditions + =f or 

equivalently @(r) =x? The probability in question is §2(¢, x). Namely, we 

can write easily’ 

(4) P {8(c) =x} 7h P {yn = x}-P{S,<t—x Soa}. 


1 Note added in proof. Since {8(t) SxsHleM+e@OSH=HlrsSHESeteMOsS 
<=a(t)} ={8() =x}, it follows immediately that Pi PG) x} == P60) =xp 
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REMARK 2. Consider the special case 
Vl—=6-@ Sifter 
an if x<0. 
Then 
= A(t—x)]" 
Q(t, n= dew Ca ( my y} H,,(x). 


nV 


If t—x—a is fixed, then 


(5) Qa+x,xn= Seco H,(x) 

n—0 : 
is in x a compound Poisson distribution introduced by A. KHINTCHINE [5]. 
The Laplace—Stieltjes transform of the distribution function £2(a+ x, x) is 


(6) | Ci, Q (a a Xx, x) — e-ha [i- w(s)] 
i) 
where 
w(s)= | e-* dH(x). 
1) 


EXAMPLE 1. (Cf. F. I. KARPELEVICH and V. A. USPENSkY [2], p. 296.) 
Let {&(t),0 =t< o~} be a Markov process with two possible states A and B. 
Suppose that the transition probabilities are P{&(t+ 4t)€ B\E(t) € A} = 
=Adt+o(4t) and P{&t+4t€ A\E(ME€B}—=udst+o(4t). In this case 
G(x)=1—e™ if x20 and H(x)=1—e™* if x=O. Further we have 
w(s) = ul(u+s) and by (6) 


Aas 


(7) Jewd.2 (a+x,x)=e #4, 
0 


So by inversion 


1 
aoe 


§2(a+x, x)= emt +Vaua fe-my 27,(2Vau ay) dy| 
i) 
where /,(x) is the Bessel function of order 1 for imaginary argument defined by 


ed eran 
1(x)=> its : 
ee) 
By substitution a—t—x we obtain 


~ sh en eee 
(8) Q(t, x) =e +9114 V/du(t{—x) | etvy 2 1,(2/ 24u@—x)y ) dy]. 
U 
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§ 2. The limiting distribution of 3(¢) 
We prove the following* 
THEOREM 2. /f Se oo, then we have 


3(t)— |] . 
(9) lim P S WS eae =x\— ee | ev dy. 


t>o [fete Oo, +@" OR 
(2+ 6)? 


PROOF. To prove (9) we need the 


H 


LEMMA 2. Let us put . 


(10) 92 = >! Hn(Gn— Gns1) 

re) 
and 
(11) Qt DH; (Gi — Gis) 
where 
(12) Peo Hye se Hy «= 0, 
(13) 1=GQ=G=::-=G,=-::-=0, 
(14) fe eS AS SS 1 PEO: 
(15) l= G=Giz--=Gi=--=0. 
Suppose that for all «>0O there are integers N and M for which 
(16) 1—Gy <8, 
(17) Gu <6, 
(18) Pa peewee tt IN— lee MO 
(19) iIG,—Gaae i N—l=nahi--. 
‘Then we have 
(20) | S2— "| < 108. 


PROOF OF LEMMA 2. Evidently 
|2—2*| S (1— Gy) + Gu + (1 — Gw) + Gir+ 


uu 
ae > [An(Gn— Grit) —Hn(Gi— Gis)] . 
N 
2 Note added in proof. Further limiting distributions are proved by the author in a 


forthcoming paper ,,On limiting distributions of a sojourn time problem“ (Acta Math. Acad. 
Sci. Hung., 8 (1957) (under press)). 
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Clearly 
: M M 
> (Gs — Gri) <a" >, ANGa— Gn) SG 
N N 
and it can be shown easily that 
M 
Gn) Hal Oe Oa oe 
N 


For 
M 


M 
> Hi(Ga—Grst)= >, Gn (AI —H) + Ais Gun—Hir Gui 
N N 
and similarly 
M M 
“Ss Hi(G3—Gi1) = >, Gi(Hi— He1) + Hx-1 Ge— His Gin. 
So we have 


=< 


M M M 
D> He(Gr—Gnes)— 2) He(Gi—Gi)| = |B (Gu — Gi) (Ha — Ha) + 
4+ Hi-1|Gy—Gh| + Hi| Gag1— Gil < 32. 
Combining the above inequalities we have finally 
\922—2*| <e+e42¢e4+2e1+4e= 108 


what was to be proved. 
To prove (9) write in Lemma 2 as follows: 


pte 
+x) Bt—ng 
Hy = Hy | A al +x/B8), Hime | eee . 
+e |/_sst 
a+sp 
“at = 
—x)/Bi—ne 
'GaasO, (2 sep | 
ae x/Bt|, G,= @ / = ; 
where 7S 
He a Opt Ph Oa 
(+a) 
and 
P(x) = — | eviay 
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Further put 


and 


t eek 
M= Mm at ara 
with a small positive 0. 
We shall prove by Lemma 2 that for all « > 0, |\@—2*| < 10¢ holds if 


8 
A +x\BF| 


To prove the mentioned statement we observe that (12), (13), (14) 
and (15) are clearly fulfilled. We must only show that (16), (17), (18) and 
(19) are satisfied if f is large enough. Applying CHEBYSHEV’s well-known 
inequality we get 


1 is sufficiently large. We remark that now £2— alt, 


1—Gy= 1— Gy xB] = —NS* 0 if t— 
(eta)e— Bt] 
and f 
G re aes 


lc wea) «+ xVBi 


which prove (16) and (17). To see (18) and (19) we recall the central limit 
theorem. Accordingly, under the condition o@ < ce for sufficiently large n we 


have 
Bt 
—__+x|/Bt—ng 
bt i a+ fp 
H, peak wi) —o( seat" 


Consequently, for Ni— 1 =n =M,-+1 the above inequality holds if ¢ is suf- 
ficiently large. Further for N;K—1=n=M;+1 


et Bt $r 
olen aad ay apt xVBt np 


+ aio 
| opt - 
a+p 


holds if ¢ is large enough. Combining the last two inequalities we see that 


oy 


Ino; 
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(18) is fulfilled if ¢ is large enough. Similarly (19) holds also if 03 < o and 


t is sufficiently large. 
We have thus shown that for all «>0 


| P gt x| Bins | x Bt—ne| 
eltca5 #4 x/Bt|— >, P| — eve | 
n=0 | Oat zz 
 a+p a+Pp 
at 
; (n+ l)e 
20 | < 108 
i Out | 
a+ 3 
if ¢t is sufficiently large. Writing 
re 
n= ag toni 
and taking into consideration that ®(—x)—1— (x) we have 
= /B 
lim £2 1 PL 4 x Bt) —tim S (=P 0 Dae |e 
tea +, t>o n=0 ) oO | oO 
: 8 \ a 
e+s8 /a@+Pp 


—@D 


xVB + @ynat | 


lz 


e+ 


Being (yniti— Yn) = 1//t and p—+—x~, y, +o if tov, it follows 
[_op | 
a+ p 


(21) lim big! xVB+ey 


= M(x), 


na t+ x/Bi| = | P 


Las 
e+ 
what was to be proved. 

The last integral identity may be verified easily if we consider two 
independent normally distributed random variables §€ and 7, where 
M{é}—a, D'{E}=o, and M{n}=—8, D*{n}—op. 

Then the integral (21) can be expressed as follows: 

Sed rer alts = xs P(x), 

Cie gies a0; 
85—«y being also normally distributed with mean M{e&S—e7'—O and 
variance D* {85—an} = #0, + @ oR. 
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§ 3. The limit of P2() 


Let us put Ps(t)—P{S(t)€ B} and Pa(t)—P{E(t)C A}. Clearly we 
have P4(t)+ Pz(f)=1 for all ¢. 


THEOREM 3. If @+6< x, then we have 


t 


NR ( a 

2\ ini ee ee 

(2 ) ae of Pz(u)du Cok: 
0 

If ¢e+@<-x~ and F(x) is not a lattice distribution, then we have 

8 
e+, 

PrRoor. We shall prove the corresponding statements for P4(¢). From 

these (22) and (23) follow immediately. We can write 


(23) lim Ps (t) = 


(24) Pal) = >| 1—G(t—y)14F.(0) 


where F,,(x) denotes the n-th iterated convolution of the distribution function 
F(x) with itself, and F,(x)=1 if x=0, F,.(x)=0 if x <0. In fact, the event 
E()}€ A can be realised in several mutually exclusive ways: in the time 
interval (O, t] n=0,1,2,... transitions B— A occur and if the last transition 
occurs at the instant y, then §,,; >f—y. 

Denote by M(t) the expectation of the number of transitions B—A 
occurring in the time interval [0, ¢]. Clearly 


M(t) => F, (b. 


So we have 
(25) P4(t)= | (1—G(t—y)]d MQ). 
If c+ 8< «, then we have 
bP Kt 8 eae | 
9, Hu! t «+6 


(S. TAcKLIND [13], W. FELLER [3]) and if @+8<- and F(x) is not a 
lattice distribution, then for all A >O we have 


 Mt+th—M(et | 
(27) lim tae On. 


t>@ 
(D. BLACKWELL [1].) 


12 Acta Mathematica VIIlI/1—2 
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Now we have 


‘ep, (u)du= | ic = ou d M(x). 


Hence 


MG —s fu Goldy =. | Pada = MO 


with some t where O< t+ <t. Letting t— ~ and r—o~ in the above expres- 
sion, then by (26) we have 


t 
1 a 
m | Pada ee? 
what proves also (22). 
To prove (23) let us write P.(f) in the ee mee form: 
t/2 


(28) Pa(t)= | Ls Oe ee ft —ce—yjamo 


Here the first member of the right-hand hits tends to 0 as t+ ~. Namely, 


t/2 


0= | [1—G(t—y)]dMQ) = [1—GH/2)] M(t/2) 


and 
lim t(1—G(#)] —0, 
t>o@ 
because of 
0=t1—G@) <|xdG(QX)+0 if t>~, 


being a =| xdG(x) < oe; on the other hand (26) holds. The second member 


0 
of the right-hand side tends to @/(@+) as to. This fact can be shown 
by some manipulations on the approximative sum of the integral and by 
using (27). So we have finally lim P,(t) = «/(@ + 8) what proves also (23). 
tra 


REMARK 3. If @-+@< ov, then according to (22) we have 


1 Mie} 8 
@) a t °° af" 


because 


t t t 
M{é(t)} =M | udu =| M{z(u)} du = | Pp(u)du. 
0 i 6 ) 


- 
- 
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§ 4. On a recurrent process 


This section is independent of the others. We shall prove some theo- 
rems which will be used in the following. 

Consider a sequence of events {t,} (n= 1,2, 3,...) where the time 
differences 0; =Tnii—tT, (n =O, 1, 2, .++>U) =) are independent non-nega- 
tive random variables, and P{d, = x! F(x), P{0, = x}— F(x) (i=1, 2,3; ..<). 


We define a random variable 7 — 1 as follows: Let be =n if t,=t< Try, 
Introduce the following notations: 


== | LE CX eo Aity ee | xd F(x), 


o = | (x1) E(x), = / (x — tu)'d F(x) 


and 


g(s)=| edF(x),  gu(s)=| ed F(X). 
0 0 
Further define 
M{7:} = M,(t), M{i}—Ms(t) and D* {vs = D*(P). 


It is easily seen that 


‘ aye G(s) ¥ ry 
#0 M(t) == if R(s) >0 
(30) | Je =e ERO >0) 
and 
i : 2 p(s) $o(S) ; 
oa 2 a Saale if K(s) > O). 
ow Jeramo=_roR— ever “80> 
0 
It is well known from the renewal theory that 
2 2M, (Oat 
ee) yn Pome ee 


(S. TACKLIND [13], W. FELLER [3]). We shall prove the following 


THEOREM 4. If a? < ce, Uy < co and F(x) is not a lattice distribution, 
then we have 
Weeden al OX oe 


° u(t] eee 


- 12* 
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Proor. We observe that for s—0O 


fea} 


e ad M,(t) = l Oo ian Mo +0(s). 


5) 
us 2u- u 


0 
From this fact in several works (33) is concluded without any additional 
assumption. However, this is wrong. If F(x) is a lattice distribution, then it, is 
easy to show that the limit (33) does not exist. Now we shall prove 
some lemmas. 


Lemma 3. If w< oo and F(x) is not a lattice distribution, then we have 
for all h>0O 


Mi(t+h)—M(t) 1 
: =—. 


u 


(34) lim 


t+>oa 


To prove (34) let us introduce 
M(t)= > F,(0). 
n—() 


According to a theorem of D. BLACKWELL [1] we have for all 4>0 


ig GE MO ale 


t+>o u 


Now we can write 
: 


M,(t) = | M(t—x)d F(x). 


Accordingly 


M,(t+h)—M,(t) — [mes h—x)—M(t—x)|dF(x) + 


t+h 


+ | [M(t+h—x)—M(t—x)]d F(x) + | ME hx) FQ). 


On the right-hand side the first member tends to h/u if f+, the second 
member = [1+M(A)|[F()—F(/2)] 0 if t+oo and the third member 
= M(A)[F(t+ h)—F()] -0 if t— x, what proves (34). 

Let us introduce a new random variable «—-1,,,;—t. We prove the 
following 


LEMMA 4. [f w < x and F(x) is not a lattice distribution, then we have 
(35) lim P {s, = x} = F*(x) 


t>o 
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where 


eve bee 
& rye JU-FOldy Ff x=0, 
- 0 
eC) iT x! 
It is easily seen that 
t 


Pia =x} = | [1—F¢+x—y)]dM,(y), 


because of 


P{s, =x} = > Plt <t, St+x< tou). 
m=1 
Applying (34) it follows easily (35). 
_ Especially it follows from (35) that, if o>< «© and F(x) is not a lattice 
distribution, then we have 


o* + uw? 
2” 


(37) lim M {e} = | Mas (x\e= 
0 

We are next going to prove (33). By WALD’s theorem (generalized by 

A. N. KOLMOGOROV and Yu. V. PROHOROV [6]) we have 
M (0, - 0; A eke Oy} ik M({0,} 7 M {(v}M{0,}. 
As 0.+0,+---+0,=t+6&, 
M{o,+0,+ ae Os} =t+M {&} 
holds. Hence 
t+ M{e,' =z w+eM, (0), 


: t ae | ee ' Mo 
t(mr—2)- Laon 


U tro 
what was to be proved. 


REMARK 4. If in the above. case particularly F(x) = F*(x) defined by 
(36), then we have simply 


Cy eel 
(38) M(t) = Mi(t) = rr 
THEOREM 5. If o?< o, then we have 
prRLD. (ft) Baa 
eo pete 0S 


Proor. This theorem was proved by W. FELLER [4] in case if F(x) 
is a lattice distribution. Thus it is sufficient to consider the case when F(x) 
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\ 
is not a lattice distribution. First let us suppose particularly fos Ft{x) 
defined by (36). In this case let us denote M,(t) = Mi(t), M(t) = M;(t) and 
D*(t) = D*(t). Now we have 


: t 


and 


, 1 2 
-st fs ae ———— : 
Ye ENG tlio | 
because of 9(s) = [1—¢(s)]/us. Consequently 


t 


: js 
M3(t) = = | M\(u)du—— 
0 


where M{(t)—M4,(t) is related to a recurrent process for which 6, =0 
In this case by (33) 


lim [mi — {\ oe 


t>oa 2u° 
holds. Consequently 
2 Lire Olt 
. : Ms(t) =-5+—, +o(), 


i.e. 


(40) D™ (fh) = g t+o(t), 
what proves (39) in the particular case F(x) = F*(x). Now let us estimate 
D*(t)=D*{7} in the general case. We can write clearly 
D? {741} = D?{v7} + D'{r'r44—V7} +20 D {74} Df rr4:— vr} 
where |o| = 1. Here, using (35), we can prove easily that 
lim D?{v744+—Vr} = D™(f), 


further, according to a theorem of S. TACKLIND [13], it holds that D°(#)/t is 
bounded. Consequently, we obtain for T— ~ and t— »~ that 

D*(T +t) = D*(T) + D"(t) + O(/ TP). 
Using (40) it follows (39) for the general case too. 
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REMARK 5. If 0° < ov, then is asymptotically normally distributed, i.e. 


Ve | % 
(41) lim P <— - Ss Xres = Jewray, 


The proof may be found in [11]. If o*>== ~ or w= ov, then the asymptotic 
distribution of » is a stable distribution if it exists at all. 


§ 5. The moments of (tf) 
Denote by B,(f) (r—1, 2,3,...) the r-th moment of @(#), i.e. ¢ 
(42) BA) =M ((8(0)"} = [xd Q(t) =F |X Q(t, Ddx. 
0 0 


We can write easily the Laplace—Stieltjes transforms of B,(f). Using (1) by 
(42) we obtain 


+(—r—rol > ror Has 


ie ©dB; (=< 


(43) 
ae rons —P* (Sor HO) 
where 
(s) =| e*dG(s) 
and ; 
v6) = Jeane 
Particularly 
(44) | e“ dB (=~ ji iin! 
and | 


a 


‘ 2 1—y(s) s[{i— y(s)l v(s) YS) 
(45) } SAA hegre ji T—y(N¥6) ?  G—rsvO)y 


U 
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THEOREM 6. /f ¢+8< x, then we have 
ee MiP) ee 
(46) ila srk ea) 
and if 02,-+-0;< © and F(x) is not a lattice distribution, then we have 


; 2 2 
‘ a/R Bt it 2 0a— GOz ad ap 
Stl im Mie Or ar a|— Bere ers’ 
Proor. First we remark that 
w(s) = 1—~es+ aa ee “+t 0(s*) 
and 
v(s) = 1—as+ @ Bae s’?+ 0(s?). 


Hence for s—O we obtain 


2 


-s p 20a —@ Op ap 
edB, (= nr 2(6-+BF Be RH tO: 


6 


From this expression does not follow (47) without the additional condition 
of F(x) being a lattice distribution. If F(x) is a lattice type, then (47) does 
not hold. 
To prove (46) and (47) let us define a random variable ™ similarly as 
in § 4, supposing that P {0, = x} = F(x) (n=1,2,...) and P{d, = x} = G"(x) 
where 
ae {a -[1—aanay if x=0, 
0 etre, 
In this case it is easy to prove by Laplace—Stieltjes transformation that 
{o(t)} + eM{»,} = 1. 
As in case ¢+2< ~w 
: M{>,' =} | 
a oe mess 
this proves (46). Further, in case og-+ 0; < ~ and if F(x) is not a lattice 
distribution we have by Theorem 4 
t | m0 On + Of + (a+ By Ou van 
a+ 2(a+ 6) 2a(@+ 7) 


lim IM {V2} ere 


t>o 


what proves (47). 
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THEOREM 7. If o2-+0; < %~, then we have 


_ D'{e()} a o5 + 80, 
iD) te t (a +p)? 


PROOF. It is easy to verify by Laplace—Stieltjes transformation that 


t 
(49) Bit) =2 | B,(u)du—es[M,(t) + M,(O), 

where M,(t) and M,(¢) are related to a recurrent process cia in § 4 with 
the following assumptions: p(s) = y(s)w(s) and g,(s) = — rs) a . vf. 
In this case M{ (Ont =a+ 8, D*{0, 1} =o2+0; (n=1, 2,3,. pat M{o,} = 
a 4 aes 4 ee 


We carry out the proof of (48) in case when F(x) is not a lattice 
distribution. If F(x) is a lattice type, the proof is similar using the asymp- 
totic formulae given by W. FELLER [4]. 

In (49) it holds by Theorem 4 
t 4 Get opt (e+e) B(0z2-+a”) a12¢ 6+ 2a(o3+8°) 
a+ 2(a-+ 6P 2a6(a+?) 


and by Theorem 5 


+o (1) 


M,(t) = 


oO. aa Op 
(a+ )° 


Mp (t) = [M,(t)P + t-+o(t). 


Taking (47) into consideration we have 


pt foz—ea Op ap 
2| B(u)du— +| i 5 + o(t). 
. a+fp 


(@+ep «+8 


Finally 
D*{3(t)} = B()—[B,(OP — “ ae att ol) 


what proves (48). 
EXAMPLE 2. Let us consider the following queueing process with a single ser- 


ver (cf. [12]): The arrival times follow a Poisson process with density 4 and the 
service times are identically distributed independent random variables with 


the distribution function P(x). Let be 0 = | xd P(x), G. | (x—o)'dP(x) and 
0 i) 


yt(s) = | ed P(x). Denote by &(#) the number of persons waiting and being 
0 ’ 
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served in the instant # We shall investigate the process {&(f), O=t< ~} 
with the initial condition §(0)—0. We say that in the instant ¢ the system 
is in state A if &()—O and in state B if &(t)>0. It is easily seen that for 
the process {&(t)} we can apply the general theorems given in this work. 
Now ((#) denotes the total service time related to the time interval (0, f). In 
our case it holds G(x)=1l—e* if x=O and vy(s), the Laplace— 
Stieltjes transform of A(x), is the unique solution of the functional equation 
w(s) = (s+ 4—Aw(s)) with w(oo) =0. (Cf. [14], Theorem 6.) If 4o<1, then 
A(x) is a proper distribution function. Consequently in our case @ = = 1/4 
and Oa = 1/e, and if 4o0<1, then we have @—o/(1—4e) and O3= 
= (0; +40°)/(1—2)°. Applying Theorem 2 we have incase 20 <1 and 0) < x 


(50) figs) ode yer e-v2dy. 
tro | Va(ez+eo’)t ) 27a J 

EXAMPLE 3. Let us consider m machines which work intermittently and 
independently of each other. Suppose that, if at time ¢a machine is in working 
state, the probability that it ceases working at time f+ 4t is A4t+ o(Jt) and if at 
time ta machine does not work, the probability that it will be working at time 
t+ dt is u4Jt+ o(dt). Denote by §(¢) the number of machines working in the in- 
stant ¢. If €(4) = (j —0, 1,..., m) we speak about the state E;. Let k (0 = k< m) 
be a fixed integer. Consider the stochastic process {&(t),0 =t< ~} with 
the initial state §(0) — k. Define A = {0, 1,..., K}and B—={k+1,k+2,...,m 
It is easily seen that the above process belongs to the type described in the 
Introduction. Let 3(t) denote the total time during the time interval (0, f) in 
which the number of the machines working simultaneously exceeds &. 

To apply our theorems we require the distribution function G(x) and 
A(x) or their Laplace—Stieltjes transforms y(s) and w(s). For this purpose 
introduce the following transition probabilities: 


P{S(t) = j|5(0) =k} = P,(0. 
P;(t) can be determined immediately. Denote by P(¢) the probability that a _ 
machine is in working state at time ¢ assuming that at ‘—O it works and 


by Q(t) the same probability for a machine which does not work at t—O. 
We have 


l 
POST aq ete wHy, 
Namely, P(0)=1 and it holds P(t + 4t)= P()\(1—A dt) + (1— P(t) wt + 0(4d, 
ie. P'(O+(4+4)P(t) =u. Similarly 
Q— 


—— fp LeeAY, 


u 
uta ( 
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Hence we obtain easily 


oy BO= > [*"—\Porn—Porteaort—eor* 


=I \Si 
Next denote by M(t) the expected number of the transitions E, > Exit 


occurring in the time interval (0,¢) and by N(f) the expected number of the 
transitions F;..1—> E, occurring in the time interval (0,7). We obtain easily that 


J ed M(t) = (m—k)u i et) dt > WV ACTIO} 
and similarly 
\ edN(t)—=(k+ Da) caecele ESTOTIOY 


Comparing the above two equations we have 


(m—k)u |e“ P.(t)dt 
(52) r(s)= 
1+ (kK+1)4 |e Peu (Dat 


0 


and 


(k-+1)A |e Puu(Dat 


(53) w(s)= 5 
(m—k)u |e*P,(t)dt 


By using inversion we get G(x) and H(x). Especially we have 


Sj 


(54) e= 

Mayet ae 
k 

and 
S (pe 
joute VJ 

(55) eo m—1 k+l 5n-k 
ml, |e A 
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Further 

9 Ri R+Ritss te 
(56) a —al25+e «|+2 (m—hu Px 
and 

2 R. . R+R+:: == R,. 
(57) Opn a{2% 2) — 2 (m—k) uP, 
where . 

‘m uw ar Ne a 

oe) oa | J \ (w+ A)” 


and with the notation 
R—=P+tP+ vate +P; 


it holds 
P k m P. Lee | 
59 ne HE Ee 2 te | 
(59) Ro Eas geolgnd 
ANUSIOK) {== 2 ee, 
ae Ry $ Bi mS: l | 
(60) eer Rts i (fie) es (m—i) uP; } 


To prove (54), (55), (56), (57) let us introduce the quantities 
R=|(P()—Plat  (J=0,1,....m) 

and 
S=|t{P(Q)—Pjat — (j=0,1,...,m). 


R; and S; exist because of lim P;(t)= P; and the convergence being 
t->@ 
of exponential type. Now 


Jew PWdt— Ps +R +S)s-+0(9) 


and it can be seen easily from (52) and (53) that 


1+ (K+ 1)ARwi—(m—k)u Ry 
(m—k)u P,, 


and 


s~ (m—k) « R,—(k+ DAR v1 


H (m—k) uP, 
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where the equality (m—k)uP, =(k+ 1) Pi is used. Similarly we obtain 


e=e« be ‘f “ 4 2M Ku S.—(k+ DA Sess] 
k Z 


(m—k) uP, 
and 
a ice :)— 2[(m — ke Si— (KFA Seal] 
Sas erie (m—k) uP, i 
We observe that for P,(t) the following system of differential equations 
adP,(t 
(61) i) = P;(t))— 9,1) 


dt 
holds, where 


Ot) =U + IAP O—(m—/) uP, (0, 
and the initial conditions are 
if (ja=k; 


1 
PO) =| 0 if sek. 
(Further clearly ®,,(t)— ®_,(¢t) 0.) Taking (61) into consideration we have 


| o(Hat—| ©. (at+P,—P,O). 
By successive applications of this recurrence formula we get 
7 
(62) J ®;()dt = > [Pi—P,(0)}. 
0 
It is easily seen that 


(K+ 1)4Rii—(m—HeR, = | O.Ndt= P+ Pi+--+P.—-1= 
0 


= —(Priit---+Prn). 
This proves (54) and (55). According to (61) we also have 


| ¢D,()dt—| t,..(tat— | [PK)—Pilat—| tO; .(Hat—R; 
0 0 0 0 
and by successive applications of this formula we get 
(A+ I ASpu— (M—k) US; a | t@, (Oat —— —(R,+ Ri-1 ae waa + R,) 
0 


what proves (56) and (57). 
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To obtain (59) and (60) we observe that using (62) we have : 


(+1) aR —(m—f)uR; —{ P(t) dt = Pa [P:— P;(0)], 


i.e. . 
(J+ 1ARui—(m— ue Rs = ¥& (j=0, 1, ...,k—1), 
G+D)ARu—(m—uR=B—-1 (JK K+1,..., m) 
where B= P+P,+---+P; and obviously 

(64) Ro+Ri++:++ Rm = 0. 


Taking into consideration that (7+ 1)4P.1—(m—y)uP; we can get from 
(63) the following equations: 


(63) 


Bi . 
| =O) 1... k—]), 
(65) Rin Ri (m—J) uP; Y 
Pre B —— (j=k, k+1,..., m). 
ae ‘ J 


Summing up the above equations for 0,1,...,7—1 we obtain (60). Finally, 
R, can be determined by the aid of (64), or substituting z—e“** from 


(51) we have 
. ; u e ; 

ae {[5e- iJar— fn | Ly te 
teed u +4 z 


Evaluating the integral we obtain (69). 
In possession of the above formulae we can apply the general theorems 
to the investigation of the behaviour of the random variable 9(f). 


dz. 
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ON THE ASYMPTOTIC DISTRIBUTION OF THE SUM 
OF A RANDOM NUMBER OF INDEPENDENT RANDOM 
VARIABLES 
By 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


Introduction 
Let €,5,..., &,... denote a sequence of independent random varia- 
bles and put 
(1) Gr 6+6+---+6&, EO) 


Several authors (see e. g. [1] and [2]) investigated the asymptotic distribution 
of Sw for t—- c where y(f) is a positive integer-valued random variable, 
for f>0, which converges in probability to +o for t—+-+ oo. The most 
general results in this direction have been obtained by DoBrusiN [3]. In all 
these investigations it has been supposed that »(¢) is for any ¢>0O independent 
of the random variables ¢, (n—1,2,...). A general and very useful theorem 
without this supposition has been proved by F. J. ANSCOMBE [4]. In a recent 
paper [5] TAaKAcs has proved a theorem, which can be considered also as a 
result on the asymptotic distribution of the sum of a random number of 
independent random variables, i. e. using the above notations on the asymp- 
totic distribution of ©, where ©, is defined by (1). In this case »(¢) depends 
essentially on the variables ¢, (n—1,2,...). The aim of the present paper 
is to show that the mentioned result of TakAcs can be easily deduced from 
a special case of the theorem of ANSCOMBE mentioned above. To make the 
paper self-contained, we give in §1 a short proof of the special case of 
ANSCOMBE’s theorem which is needed for our purpose (Theorem 1). Using 
this theorem, in § 2 a new and simple proof of the result of TAKACS men- 
tioned above is given. 


§ 1. A theorem of Anscombe 


THEOREM 1 (ANSCOMBE). Let us suppose that §, &,..., Ey... are indepen- 
dent and identically distributed random variables with mean value 0 and variance 1. 
Let us put GC, =§&+&+---+6&,. Let further v(t) denote a positive integer- 


t 
valued random variable for any t>O such that au converges for t—+-+ c 


13. Acta Mathematica VIII/1—2 
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in probability to a constant c>0. Then we have’ 


x 


: Cut) 1 ee 
(ta) tim P [S10 <x|—= D(x) =—— |e ?du. 
r@ 2x J 
PROOF OF THEOREM 1. Let O<e be arbitrary. First we choose a 
value ¢, >0 such that for f=¢, we have 
(172) P(|v()—ct| =cet) =e. 
Clearly 
byt) 
(1.3) P| <x|— Ae =n). 
ror ee 
It follows from (1.2) and (1.3) that for ft=¢, 
CH) cS 
14 P| —— <x}]— RP —x,97(O=n ise 
Coico re 


Now let us put? N,=—[c(1—«)t] and N,—[c(1+é)t]. Then we have for 
|n—ct| Sect 


(1.5) Pe <x, v()= n| =P(ly,<x/N+e, (ft) =n). 


where 
e= Max | > &|. 
k= 


Ny<nSNq Ny<k=n 


Similarly we obtain 


(1.6) at 


According to a well-known inequality due to A. N. KOLMoGoRov [6], we have 


<x, v(t)= n| = P(ty,< x/Ni—e, »(t)=n). 


3 3 
een 1 ®& No— 
(1.7) P(e=\e (Ns) <sye it tat. 
15% cé 


3 
Let us denote by R the event o< |e \/N, and by E the event |n—ct| < cet. 
Taking (1.4), (1.5), (1.6), (1. 7) into account, it follows 


(1. 8) P| ert <x} =P( <x|/™4 V2, re) +6) 


' We denote by P(...) the probability of the event in the brackets. 
2 We denote by [...] the integral part of the number in the square brackets. 
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and 
Gott) \= pe 1 : 
(1. 9) Bee <ix|.=P IN; =x) e RE|—« 
It follows that 
ox, y nt Ow. Spee Me ea 
p(t ye)—1e P(e <x] < P(e : ja Ve 6. 


By the central limit theorem we have (see e. g. [7], p. 215) 


lim P Fe < x|= - P(x) 


where (x) is defined by (1.1). Thus we obtain, as ®(x) is continuous, (1. 1). 


§ 2. New proof of a theorem of L. Takacs 


In his paper [5] TakAcs has considered stochastic processes of the fol- 
lowing type: 1, T,...,T,,... are random points on. the real axis, 


Tee Tye te Se 
such that putting 


tee 1) TIn+1— T2n = = and T2n4+2— T2n41 = Vn (n == 0, is oan ) 


the positive random variables &,, 7, are all independent, the variables &, are 
all identically distributed with the cumulative distribution function P(&, < x) = 
— A(x) and the variables 7, are also identically distributed with the cumu- 
lative distribution function P(7, < x)= B(x). 

For any positive number t>O let us put 


E+&+-: -+6&, if Tees Lo Tay (nil 22); 


e 2) a(t) = e +&+.- - +6, + f— if Ton St <Ten41 (n =0, eat) 


and @(t)—t—a(t). By other words, if we interpret ¢ as time, and consider 
a system which is at time f in state CO at, aad <— Poa, (==), 1-n2,), sand 
iiestate Gif topn.i St ton: (2 == 1, 2,...), then’ ¢(f)' and (7) denotes the 
total time which the system has spent in state C1 and &, respectively, during 
the time interval (0, f). TAKACS investigated the limiting distribution of the 
random variables @(f) and #(é), respectively, for toe, and proved that if the 
first two moments of the random variables &, and 7, exist, and if we put 


(2. 3) a | xaA (x) and = | xd B(x), 
0 ) 


13" 
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further e 
(2. 4) o—|(x—a)'dA(x) and o9=| (x—8)'d BQO), 
0 0 


and finally 


fe 8 [Po tao 
a == D ae 3 ’ 
a 8 ee ree eo (a+2y 


(2. 5) a 


then CA eds and Ome are asymptotically normal for t—-+ ce with 
D\t D\t 
mean value O and variance 1. 
Using Theorem 1 of §1 we give a new proof of this fact which is 
somewhat simpler than that given by TAKACS. 
Thus we prove the following 


THEOREM 2 (TAKACS). Jf @, §, Oa and 0; exist, we have 


(2. 6a) lim P aa < x| — P(x) 
and ¥ 
(2. 6b) lim P ae ee x] — P(x) 
for —x~<x<+c where 
(2. 7) D(x) = ce le du. 

AP Ae { Pa 


—@ 


The proof is based besides Theorem 1 on three simple lemmas of 
which Lemma 1 and Lemma 2 are well known. 


LemMA 1. /f y(t), e(t) and 0(t) are random functions (0 <t<-+ %) and 
are such that the asymptotic distribution of x(t) exists, e(t) converges in prob- 
ability to 1 and O(t) converges in probability to 0 for t—+-+%, then the 
asymptotic distribution of y(t)s(t)+0(é exists also for t—-+ oc and coin- 
cides with that of y(t). 


Lemma 1 is contained in a theorem of H. CRAMER ([7], p. 255), and 
therefore may be omitted. 


LEMMA 2. /f y'), x, and y° are sequences of random variables such that 
HP SH, =HO and the sequences x and y have the same asymptotic dis- 
tribution for n—»-+- ov, then y, has also the same asymptotic distribution. 


The proof of Lemma 2 is evident and may be left to the reader. (As 
a matter of fact, Lemma 2 can be deduced also from Lemma 1.) 
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LEMMA 3. Let §,&,...,&,... denote a sequence of identically distribu- 
ted random variables, having the distribution function F(x), and let us sup- 


+0 


pose that the second moment | x°dF(x) of the variables &, exists. Let v(t) 


denote a positive integer-valued random variable for t>0, for which ay 


Sty 


converges in probability to c>0O for t+. Then © 
V 


ability to 0. 


PROOF OF LEMMA 3. Let us choose an ¢>0. Then we can find to any 
O0>0at,>O0 such that for t=t, 


(2. 8) P(|v(f)—ct| Zec) =O. 
Put further 
(2. 9) N,=[cQUi—se)t] and N,=[c(1+e)f]. 


We have evidently 
Max |&,.| 
aS 


VN, 


converges in prob- 


(2. 10) Hee = es =0d+P 


and thus 


(2P1T) Ape: ‘|= (No —N,) (I—F(e VN) + F(—eVNi)) 4+. 


As the existence of | eaF(X) implies that 
lim x°(1—F(x)) = lim x*F(—x) =0 
x—>+0 a—>+o0 


and char NE is bounded, further 0 may be chosen as small as we like, it 


a 
' follows that 


Him P(A > «] —0 for any «¢>0O. 
iro (rf) 
Thus Lemma 3 is proved. 
Now we are in the position to prove Theorem 2. 
Let us put 
(2) 12) ; ae = E+ Yn = T2n41— P2n-1 (n = | Pas Ane .) 
and let the positive integer-valued random variable v(t) be defined for 10 
by the inequality 
(2. 13) Tayt)-1 Ht < Tomp4i. 
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Clearly 
(2. 14) PX()SN)=P(4+G+--+on>0 (N=1,2,...) 
which implies that . 
10 eae es ee: | 
(2. 15) p(“<x|—P/ [x] > Tia] , 


As the law of large numbers (see e.g. [7], p. 253) clearly applies to 
the random variables ¢,, which are independent, identically distributed, and 
their mean value is e+, we have 


C+G+---+h, = J=}) for y>a+s, 
n y {1 for y<a+f. 


n—-> © 


(2. 16) lim P| 


(2.15) and (2.16) imply that ae converges in probability to sy for 


t—+-+ oo, (This fact is well aoge (see e. g. [8]); we proved it only for the 
sake of completeness.) Now let us put 


Pex —@ >A 
(2. 17) $= pp | E12... 


Then we have 


u(t ec Vv = 
(2. 18) Stee Ev()Ht_ < a(t)—at < Y d, 4. Suit + Mot) | 

i= Je+@ Va+e ~ ti Ja+p 
As the random variables , are independent, identically distributed, and have 
the mean value O and the variance D*, it follows by Theorem 1 that 


ae) 
(2. 19) lim P ie 70} | P(x). 


On the other hand, it follows from Lemma 3 (which can be applied as the 
random variables §, and 7, have finite variances) that 


SHH and So(t1 + Moat 
mG) (0) 
are converging in probability to 0. Thus, by Lemma 1, the random variables 


So 


>»? ds pea xa Vas 0 En(t)H1 zc Novi) “(t) \ age yi 
Gn Vet? 4g Ht Vets 
DV v(t) D\ v(t) 


are both asymptotically normal for {— +- oe. By virtue of (2. 18) and Lemma 2 
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we obtain 


2. 20) (A ee ae eae |= (3), 

1 Galices. ci ma 

r((e+8) 
t 


Taking into account that converges in probability to 1 for f+-+ ~, 


and using again Lemma 1, we may replace (e+) (ft) by ¢ in (2. 20), what 
proves (2. 6a). Clearly, (2. 6b) follows from (2. 6a), in view of 


(2. 21) &(t)— bt =at—a(t). 
This completes the proof. 


(Received 6 March 1957) 
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NOTES ON INTERPOLATION. II 
(EXPLICIT FORMULAE) 


By 
J. BALAZS (Budapest) and P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


1. As far as we know in all but three papers on interpolation’ *° always 
that case was investigated, when at the fundamental points of the interpola- 
tion the function values and consecutive derivatives were prescribed. To con- 
sider the simplest case, in which this is not the case, the first note of this 
series* dealt with the following problem: Given n distinct points &,&,..., &, 
with 

—135,<6-1<-:-<§ 541 
and arbitrary 
Diy Ooo. on On, 
Bis Pass sien 


numbers, it is to be decided whether or not there is a polynomial R,,(x) of 
degree =2n—1 such that 

R, e == Dy, 
(1. 1) A ) P 

Ra (Ey) =f, (poe 22008 ao ft): 
For the sake of brevity we shall call that sort of interpolation sometimes as 
“(O, 2) interpolation”. Already this case turned out in the paper quoted under * 
to present new difficulties; further that the most convenient selections of the 
E,-numbers happen when we choose for them the n different real x,-zeros 


prez) —1 = Xn < Xn <3 SX —+1 


of the polynomial 
(1. 3) TI, (x) =—n(n—1) | Pra(Qdt=(1— 2) Pax) (2 =2,3,...) 
=i 


where P,_:(¢), as usual, stands for the (n—1)® Legendre polynomial with 


1 G. D. Birxuorr, General mean value and remainder theorems with applications to 
mechanical differentiation and quadrature, Trans. Amer. Math. Soc., 7 (1906), pp. 107—136. 

2 G. Porya, Bemerkung zur Interpolation und zur Naherungstheorie der Balkenbie- 
gung, Zeitschr. fiir angew. Math. und Mech., 11 (1931), pp. 445—449. 

3 J. Surdnyr and P. Turdn, Notes on Interpolation. | (On some interpolatorical pro- 
perties of the ultraspherical polynomials), Acta Math. Acad. Sci. Hung., 6 (1955), pp. 67—79. 
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the normalisation 

{1. 4) Pal) seh 

In this paper we consider the (0, 2)-interpolation exclusively with this choice 
of the fundamental points & what we shall call for the sake of brevity //- 
matrix. In the paper quoted under ° we showed that if n is odd, then — 
the polynomials R,(x) belonging to the J/-matrix do not exist in general. 
But they are uniquely determined when n is even; by other words if 7 is 
even and 


(1.5) by=sPi 0) el vee lee. ean), 


then the only polynomial of degree =2n—1 satisfying (1.1) vanishes iden- 
tically. In what follows we shall suppose throughout this paper n being even: 


(1.6) n=2k. 

In the paper quoted under * we mentioned the further problems of explicit 
representation of our R,,(x)-polynomials and that of the convergence. In this 
paper we shall solve the problem of the explicit representation. In the third 


paper of this series these results will be applied to prove convergence theo- 
rems and to give upper bounds for 


(1.7) max |f(x)| and max |f’(x)| 
is -l1=r=+1 

by 

(1.8) max |f(x,)| and MaXe sia (ce) e 
wast 2. isp v==1,2,..., 7 


respectively, where f(x) is an arbitrary polynomial of degree =2n—1. In the 
fourth paper of this series all these results will be applied to the theory of 
the equation‘ 


(1.9) | y" (x) + A (x)y(x) =. 
2. For Rs,.(x) we have evidently the form 


Of 


<K 


k 2k 
(Qala Ro (x) = D> by ty (x) + > Br 0r(x), 
vl v1 
where the polynomials r,(x) and @,(x),’ the fundamental polynomials of first 
and of second kind of the (0, 2)-interpolation belonging to the x;-points, 


respectively, are polynomials of degree =2n—1—4k—1 uniquely deter- 


4 This fact lends interest also to the analogous questions, when the fundamental 
points are the zeros of Laguerre and Hermite polynomials, respectively, which shall be 
treated later in the dissertation of the first of us. 

5 The polynomials r,,(x) and @,,(x) as well as the x,’s depend, of course, also upon 
k; the omission of this, however, will not lead to misunderstandings. 
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mined by the following requirements for y—1,2,...,n: 


\ Nib es 
(2. 2) te lo pa 
(X;) = ery, (iaea cea), 
(2. 3) To X;) == 0 fas lp dose) 
and 
(2. 4) 0,(x;) =0 (fuse lie, tt.5 (1), 
1 Bip: 
25 ay—|) fo = 
(2. 5) Oy (X)) Nae ea m= Nes cre, 1); 


respectively. In what follows we shall explicitly determine these fundamental 
polynomials r,(x) and @,(x). To this we shall need some properties’ of /T,,(x). 
For this the equation 


(2. 6) (1—x*) IT,’ (x) + n(n—1) IT, (x) = 0 

holds, i. e. 

(2.7) IIx’ (x;) =0 (j= 2,3)... 1). 
(2.6) gives at once 

(2.8) I’) —a(n—1) im’ cn) _ Se Hie 
from (1.3) and (1. 4). thie we have 

(2.9) in yeaih) <5 


We shall denote by /,(x) the fundamental polynomials of the Lagrange inter- 
polation based on the x,-points, i. e. 


IT,,(x) E IT, (x) ] 
AT (xy) (x—Xr) —n(n—1) Py-1(X»)(x—X,) } 


We shall make repeated use of an observation of FEJER’ that 
£2,121) ix) =9 (V==2, 3,...., AI). 
Further we have 


Q10) Lin= 


l =. d . 
(2. 12) . L(x) =| for joey (Ja); 2,25, 2): 


6 For general reference see the book of G. Szeacé, Orthogonal polynomials, Amer. 
Math. Soc. Coll. Publ., Vol. XXIII (1939). 

7 L. Feyér, Bestimmung derjenigen Abszissen eines Intervalles, fiir welche die Quad- 
ratsumme der Grundfunktionen der Lagrangeschen Interpolation im Intervalle ein méglichst 
‘kleines Maximum besitzt, Annali della Sc. Norm. Sup. di Pisa (2), 1 (1932), pp. 3—16. 
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About the Legendre polynomials P,(x) we need the following facts beside 
(1. 4): 

(v+1 
(2. 13) PUP (hee Ao (v odd). 


The zeros of P,(x) as well as these of P;(x) are simple and lie in (—1, +1). 
P,(x) satisfies the differential equation 


(2. 14) (1—x’) PY (x) —2x P;(x) + vv +1) P,(x) = 0. 
We shall need the fact that 
+1 
(2. 15) [POP U—f)dt—0 (ur) 
=i 


and® for m=2 


Pin (x) Pm-1(Y) — Pin (y) Pm—1(X) BESS 2j—1 


2. 16 P-1(x) Pj-1(y). 
( ) m(x— y) Ss GR 1) J i( ) Jj i(y) 
Further we need the formula’ 

(2. Vi) iT Peg X) =X Fa ale os 


As the first explicit interpolatorical formulae of the mentioned kind in 
the literature we assert the following 


THEOREM. For the fundamental functions r,(x) and 0,(x) the following 
explicit form can be given: 


a) 
0, (x) oro hI Tr ny | ] ; P,- 19, 
el) =a wi-1t4 + EP. a(x); 


b)” for 2=v=n—1 we have 
x TT,,(x) 
Qr(x) 4n’(n—1)?Py-1(x,)* 


2) ( Ph-1(t) | l 
1— v we ae : n ets - hoa ; 
+ ( XG )| foxy dt+2P, 1(x) Xy - SP) | 4; 


x 


(aay |e a MO ary 


1 


8 See e. g. Szea6, 1. c., p. 70. 

® See Szecé, |. c., p. 84, formula (4. 7. 28). 

10 The form b) contains obviously also the cases »—1 and »—==n; however, we 
keep them separately since we did not succeed in a unified treatment. 
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€) for 2=v=n—1 we have 


HO) = UO) + aa NPE {ze Oat {ae 2 at 
Pn-1(X) : 
3(1—x3) Paa(%)” \” 


d) 
r(x) = —— 


AC) —* hoi) + 


5 I ee 
+ (5+ Baemty) oC) f+ Poi) 


r(x) = 3—x 


n n n 


5 1 
(3+ ety ee pe) 
There are in the text also alternative formulae, some of whose are easier 
to verify. A particularly simple expression for r,(x)+fn-111(x) is to be found 
in section 11. 


3. The easiest will be the determination of 0,(x) and o,(x). For these 
we have 


Part a) 


0:(x) =— ay f + Pus (2) ’ 


n(n 

LAX I | 
On (XxX) = nm (n— ( se ye ls 1 Pai (X) ¥ 
For the proof it is enough to consider ae The polynomial 


ae IT,(X) 
M(x) = = n’(n—1) 


1 +z pe 1(x) 


is of degree (2n—1) and obviously we have 
BAX == 0 Ciesla 2): 
Further we have for j= 2, 3,...,2—1, using (2.7) and (1. 3), 
Dl at X;) ied 


uy (2%) = — Woe) : 3 Py-1(Xj) = 0. 
Finally, from (1.4), (1.3), (2.13) and (2.8) we have 
HIELO a Ag L(y A 


== |" 


My (x1) = wi’ (1) = — ne(n—ly ie) Pai) ne(n—1)" 1 
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and owing to the evenness of n 


27K (sl). liga ae 
n(in—ly 3 Paci \se)) nr(n—ly 3 a 


Owing to the quoted uniqueness theorem (1.5) we have 


uy! (Xn —= uj’ (—1) al ee 


U(x) = 0, (x). 
Q. e. d. 
4. Part b) will be essentially settled by the 
LEMMA 4.1. For v=2,3,...,n—1 the rheingzatett 
eo) ED | pete 
Bae * P(t) nas: 
wees ails 
= Paste) See tg | ge at) ae eed ea 
holds. ‘ 
Proor. Since for the x,-numbers with 2=yv=n—1 
(4. 2) P51 (%)=0 


and all zeros of P;,-;(x) are simple, the expression on the right has a sense 
and represents a polynomial of degree 2n—1. Owing to the uniqueness 
theorem (1.5) we have only to verify (2.4) and (2.5). Trying to determine 
o,(x) in the form 


r 


(4. 3) ty (2) = ¢1T4(x) | oe dt +6Pri(X)+esh 
-1 

with constants c,,¢s,c; to be determined suitably we see at once the relations 
M4,(xj) = 0 (j=1, 2, ..., nm) 

are true at any choice of c,,C,c;. Next we consider «;/(x,) for 2<j=n—1 

and j=- v. Using (2.7) and (4.2) we get at once 
uy (X)) = 0 (2Sjsn—l, j=»), 

again at any choice of ¢,,C,¢;. For fy we obtain similarly 


Wi 9) = 20TH) tim ¢ os ela) 20, i») P(e) = 1, 


when we choose 
1 
21D (Xp) Pra (>) 


C 
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In order to assure the validity of the remaining two conditions 
By (11) sO, 


we obtain at once two linear equations for c, and c,; these give indeed the 
values indicated in Lemma 4.1. Q. e. d. 


5. The form of 0,(x) given in Lemma 4.1 was perhaps the simplest 
to verify. But there are many alternative forms of it. To obtain a more sym- 
metrical one we write 

1 1 
Bi 1G yee i SOM Np (OR og 


t—Xx, t—x 
= =i 


thus from Lemma 4.1 for 2=v=n—1 


1 
yal E02) ag OR 1 ete 
OS pea eae ie dt —¢,Pu-a(x) 


1 
2 ae 
/1—x, 2, cs t—X, ) 
=i 


Adding this to (4.1) we obtain the more symmetrical form 


TG) cal [22Oa 
C2) TIO) Pa) |) tx» 9 1) tx 
(5. 1) ‘3 
2 n-1(t) 2 
=) Po — : at|— 5 
lke aires =x 


Owing to (2. 14) we have 
(1— x3) Pi (xy) = —n(n—1) Pn-1(%); 
and since from (1. 3) we have 
IT} (Xv) = —n(n—1)Pr-1(%>), 
(5.1) gives 


T1y(X) eae) 
FO me 4n?(n—1)? Py-1(Xv)’ 


t—Xy 


i Pai!) op 1 [P10 at— 
f—Xy 
. a x 


(5. 2) 


—2P.)| 55 att] eee Sa 


t—X, 1— x, 
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6. To obtain an alternative form for the ¢,(x)’s we need the 


LEMMA 6.1. For even n we have 


(es Oar— Baers Ea (ve 2 3A an 
tty 1—x, 1—x; Pu-1(X) 
= | 
PrRoor. Since 
1 1 1 
Ovi pian t eae i Sethe) | a Poatt) 
(i—xs) | Fae = | ar) are | (Pax) A at 
=i =i) =i 
and 
1 1 
‘ 2 2 Paw) pa 4. y aS | — 
(t —Xxy) Sas dt= |\(t+x,)P,.i(t)dt=(1 + x,) +(—1+x,) =2x,, 
=| -1 
we have 
1 1 
VP pao) aXe 1 : Peete) 
6. 1 —dt= 5 _— #2?) ——— dt 
Sy t—x, fo ie ee, t—x, 
= ~1 
Putting 


m=n—|l, pex, x—t 
(2. 16) gives 
Pr-i(t)Pr-2(%r) __ ~— 2j—1 Pp 
(a—l)(t—x%») js/VG—l) ” 
and thus, owing to (2. 15), 
1 1 


io(X») me Pica (t ‘ 
eo fic Ou (1—f) dt=2. 
f ‘ 


1(Xy) Pj-1(t) 


Py 
n 


t—x 


So (6.1) gives 


1 
Pelt) yp 2%, 1 2(n—1) 
1—x, P,, 2(Xy) 


(6. 2) 


J t—xX, oe | 
=1 
But using (2.17) with 
m=n—1l, x==X, 
we get 
Pr-2 (Xv) = —(2—1) Pr-1(Xy) 


which together with (6.2) completes the proof of the lemma. 
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Taking Lemma 6.1 and (5.2) into account @,(x) takes for v ==2,3,...,2—1 
the form announced in b) of the theorem: 
~ 2 EES) 0 Me) “Pr a(t) 
4n?(n—1) Pn-1(x,) ( a {Be gop ae ee ay = wr 
=] 


+2 P.1(x) -xt+4ptgy| —4 


7. Next we turn to the determination of the fundamental functions r,(x) 
of the first kind. Here those with 2=»v=n—1 are the more convenient ones. 
Part c) will be essentially settled by the 


LEMMA 7.1. For 2=yv=n—1 we have the explicit form 
1 


Py =x) ey | We au} vee Behe) jo atl. 


For the proof of this ne we remark first of all that owing to 
FEJER’s remark (2.11) the right-hand side is indeed a polynomial of degree 
=2n—1 and thus owing to the uniqueness theorem it is sufficient to verify 
(2. 2) and (2. 3). (2.2) is evident, since for j—1,2,...,n we have, denoting 
the right-hand side by v,(x), indeed 

vy (Xj) = (ln). 
In order to verify (2.3) we have for 2=j=n—1, jv, owing to (2.12), 
meet), (1. 3) and (2.10), 
tr , b) LT (Xj) L(x) = ee 
Vy (x;) = 2(L,(%)) ree ED) Xj—Xy a 


, y IT, n X;) 
= 2b) | AR) — a) = 


(7. 1) 
— (). 


If j=, then we have owing to (2.11), (2.7) and (1.3) 
Vy (Xe) == 0. 
Thus we have only to prove that 
vy (1) = vy (—1) =0. 
We have 


(1) = 2G + 27a = 


AO gE, ee: at| — 
aa 


1—x, 


PPLE) H(t) dt. 
ae Hn (Xr) « {—Xy 


14 Acta Mathematica VIII/1—2 
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The sum of the first two terms is 0 as in (7.1); the sum of the remaining 
two terms is 

te 

| Oat s(t) Pes) ')} =, 


OT, J 


owing to (2. 9), (1. 3) and (2. 13). Thus we have only to show that v/(—1) = 0. 
Owing to the parity of n we have 


“ errs n(n—1 1 
He D= 2D 42 ey | tae te Niet 


AES E(t) 
Mi) 3.) t—x, at|. 


_ 


The sum of the first two terms is again O as in (7.1) and that of the re- 
maining two terms, owing to (1.3) and (2.9), too. Hence +,(x)=r,(x) 
indeed. 


8. The form of r,(x) given in Lemma 7.1 was perhaps the simplest to 
verify. But there are many alternative forms of it. First of all 


oy dab U(t Py- G(r 
(8. 1) Q)— (b+ 77 iE (t) dt+ ( Atak 3) fe atl. 
To obtain a more aan se form we use 


1 


[2 a = | BU) 0 aes { BA He) -dt, 


x -1 x 


i. e. from (8. 1) we get 


HQ) = (0) + Gr {20 ary Pt) 60 at 


In &) [ Ba, 
Adding to (8.1) we obtain the more ee form 
08 , 
r(x) = (ly (x))? + hes Ihe a dt fee Tell) dt Pr. Royeza A(t) atl, 


) 


—1 
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and using (1.3) we have 


ee i DP EY | we a+) Tah 


(8. 2) 


Pr-1(X) 1, Lt) 
: atl, 


gate 


9. To obtain an alternative form for the r,(x)’s we need the 


LEMMA 9.1. We have for y=2, 3,...,n—1 
1 
| WM) yp 1 


. t—Xy (a) Patx,) 
—1 


PRoor. First we deduce a differential equation of second order for the 
fundamental functions /,(t) (v= 2, 3,...,n—1). Since 


(9. 1) L,(t)(t—x,) = mes ; 
(2. 6) gives 

(IP) (ty) Lt)" + n(a—I) t—x) L(t) = 0 
or 


(9.2) (—f)\¢—x)b(O+20—P)L@) +a(n—1)(t—x) L(t) =0. 
Dividing by 2(1—f)(t—x,) and integrating between +1 we obtain, using 
(9. 1) and (is), 


@.3) [ee d= — FUL) 4+ pe {fa 


Lemma 6.1 gives for the second term on the right the value 
: Xy ] 
(I=) PriGe) Ix) Pra) 
For /;(1) we have from (9. 1) and (1. 3) 
ee iy Deel) 3s 1 , 
: IT (Xv). 1= Xp (1—Xy) Pr-1(Xy) 


Similarly we obtain 


(9. 4) 


1 
L(—1) = (i ++ Xv) Pr-1 (Xp) ? 
and from this, (9.3) and (9. 4) the lemma follows. 


14* 
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Taking Lemma 9.1 into account r,(x) assumes for:v#=2)3/ey 


from (8.2) the form 


ite Bt » 
f(x) = (x) Fae Ne oO dt- fi as: Lt) gitar 
(9. 5) P,-1(X) 


Bes) PCa 
as announced in c) of our theorem. 


n—l 


10. Next we turn to the determination of r,(x) and r,(x). This will be 


done by the 
Part d) We have 
3 ae ; 
bat L(x) L(x) + 
5 1 
1 bee on Ele P..()| 
and 


n n 


AX) 


5 1 | 
1 aoe 8n(n—1) | os jim Pe 10). 


Proor. It is enough to consider r,(x); the investigation of r,(x) runs— 


similarly. Let 


(10.1) 4@—2t4 


IT,,(x)(1 + dyPy1(X)) 


where the constants » and-d, shall ie chosen suitably later. For /= 2, 3,... 
we have by any choice of ad, and d, 
v(x) =0 
since any term vanishes here; it is easy to see that 
Ui Xy) eee a 
For j= 2, 3,...,n—1 we have, owing to (2.7), (1.3) and 1,(x,)=0, 
” 34x 
wes) =( wey F¥,@a@|_ = 
3+ Xio i , , as xj , ” g , 
(10. 2) = AS ( i(x)l; (x)); = mae i (L (x)L, (X))cx, Sor (x) A(X); = 
, 9 3 —!] fz : , Wa 
= (hx) 5 +4) + ™ Bn) = 


=F) Cs) (2605) +-)—Dl"O%)}. 
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Writing (9.1) for »—1 in the form 
IT) (x—1) 4 (x) = IT, (x), 
the equation (2.6) gives 
(10. 3) (I—x*) ((x—1) h(x) }”" + n(n—1) (x1), (x) = 0, 
1. e. for x > x; 


(xj—1) 4 (4) + 24 (x) =0 
hence from (10. 2) 


(10. 4) Bi (Xs) ea) (j = 2, 3,...,n—1) 
by any choice of d,,d,. Further we have from the requirement 
vy (—1) = 0, 


owing to ane the parity of n, (1.3), (2.9) and (2. 13), 


0=4(-)=5 x bh ee ieee teed he 1) + 


+ (1d) Ii" (-1)} = 4, jdar(n 1 — (1d) ih ele 
which is fulfilled if 
1 
b=. 


To determine d, we shall use the requirement v/(1) 0. Taking into account 
jal, 17,(1)—0, S), (1.3) cand) (2513); 


Sy == = ka) + 3(A (x) (x) ear + a; i WE) Penh) 4 
(10. a ’ ; 
+ IT (1) {= 30 (1) + 3K) + 4) a(n). 


For the determination of /(1) and /’(1) we write (10. 3) in the form 


(10. 6) (1—x*) L(x) —2(1 + x) Li (x) + 2(n—1) h(x) = 9, 
pee: for x«—-1- we get 

; n(n—1) 
(10. 7) OS ace oe a 


In order to obtain /’(1) we write (10.6) in the form 


Oye 21 tone ren 10) 


i.e. for x—1 


id)y= ne 
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and 


Ae Bale n(n—1). 


Q)= 
Putting this and (10.7) into (10. a we on 
Pe) Sore 
“16° 8n(n—1) ° 
Owing to the uniqueness theorem we have 
r;(x) =, (2). 
. Q. e. d. 


11. The formulae for the r,(x)’s become simpler if we consider the 
polynomials 
(ist) E(x) (X) Fata (X) [y—=2, Re sat) 
Since we have 
Xn-v41 = —Xy, Pye (Xner44) — n-1(Xy), 


(9.5) gives at once 


2) =) + Une + gee 1 oO att 


t—xX, 
(11. 2) 


r 


l(t) = [eee n-vsi(t) [onal n-vst(t) : 
feOa t-+X, ioe Jb bX AA 
1 -1 


Since owing to the parity of n 


i, (— x) = EH (x), lets (Xpsed) ee ITs. (Xy); 


IT,(t) IT,(—t) 
Lay t = - — — [,,(— 
a(t) Ti Gntna) eases) aCe) (ee) l,(—t), 
we have 


oz Sed) 7 (— t) If »(t) 
fale ar | tx, a=) HO. at, 


-1 


i v(t) 1B (—t) t) [s0. (t) 
| x er bf Xe Cie ee 


+1 
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r(x) = (L(x)? + (hr-o (2X) P+ 


(11.3) ; tas sagem L(t) 2. atl. 


(Received 30 January 1957) 
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EIN ELEMENTARGEOMETRISCHER BEWEIS 
VON H. A. SCHWARZ VEREINFACHT UND UNABHANGIG 
VOM PARALLELENAXIOM GEFUHRT 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 


(Vorgelegt von G. Hajos) 


Herrn Professor Leopo.p Fejér zugeeignet 


Unter allen einem spitzwinkligen geradlinigen Dreieck ABC einge- 
schriebenen geradlinigen Dreiecken hat das Dreieck der Hoéhenfuppunkte den 
kleinsten Umfang. 

Fiir diesen Satz von G. F, FAGNANO, der ihn mittels Differentialrechnung 
gefunden hat," sind zwei, wesentlich verschiedene elementargeometrische 
Beweise bekannt geworden. Der eine ist der Beweis von H. A. SCHWARz,” der 
andere riihrt von L. FejEr® her. Ein besonderer Vorzug des Fejérschen 
Beweises ist, dafi er auch in der hyperbolischen Geometrie giiltig bleibt, in 
der der Schwarzsche versagt.* Die Bedeutung des Schwarzschen Beweises 
besteht andererseits darin, daf er einer Verallgemeinerung fiir gewisse kon- 
vexe Polygone fahig ist. 

Ich erlaube mir in dieser Note einen dritten elementargeometrischen 
Beweis des oben stehenden Satzes vorzulegen. Er ist eine Vereinfachung des 


1 Vgl. M. Zacuarias, Elementargeometrie und elementare nichteuklidische Geometrie 
in synthetischer Behandlung, Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften, III AB 9, S. 983.. 

2 H. A. Scuwarz, Beweis des Satzes, da unter allen einem spitzwinkligen Dreiecke 
eingeschriebenen Dreiecken das Dreieck der HéhenfuBpunkte den kleinsten Umfang_hat,. 
Gesammelte mathematische Abhandlungen. II (Berlin, 1890), S. 344—345. 

3 Siehe H. Rapemacuer und O. Toepuitz, Von Zahlen und Figuren (Berlin, 1933),. 
2. Aufl., S. 23—26 und 168. : 

4 Der Beweis von L. Feryér gilt sogar auch fiir spharische Dreiecke. Ich bemerke 
- aber, da® fiir die hyperbolische Ebene auch der Beweis von H. A. Scuwarz leicht gerettet 
werden kann, namlich auf Grund des folgenden Satzes der hyperbolischen Elementar- 


geometrie : 
le Q 


A B 


Liegen die Strecken AP—=BQ auf ein und derselben Seite von der Geraden AB und 
ist xBAP das Supplement von xABQ, so ist AB< PQ. 
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Schwarzschen Beweises, insofern ich nur von den zwei ersten Spiegelungen 
von H. A. ScHwarz Gebrauch mache, und er behalt seine Giiltigkeit auch in 
der hyperbolischen Geometrie, da doch bei dieser Beweisfiihrung nur solche 
elementargeometrische Satze zur Verwendung kommen, die vom Parallelen- 
axiom unabhangig sind. 

Diese Beweisart ist im Grunde genommen nicht neu, sie war nach dem 
Vorgange von J. PETERSEN’ schon von A. ADLER® in seinem Buche angedeutet 
worden. Neu ist aber, soviel ich wei6, da& hier der Beweis unabhdngig vom 
Parallelenaxiom gefiihrt wird. 

AnschlieBend beweise ich noch den verwandten Satz von R. STURM’ iiber 
recht- oder stumpfwinklige Dreiecke, ebenfalls unabhangig vom Parallelen- 


axiom. 
* 


Den Grund des angekiindigten Beweises bildet der folgende einfache 


Hitrssatz. Liegen die Strecken AP—=BQ auf verschiedenen Seiten von 
der Geraden AB und ist xBAP das Supplement von xABQ, so ist AB< PQ. 


ot 


Fig. 1 


Um das einzusehen, seien auf AB von P bzw. Q aus die Lote P7, 
bzw. QT, gefallt. Ist .BAP eventuell ein rechter Winkel, so ist auf Grund 
der Voraussetzung auch xABQ ein rechter, also fallt dann 7, mit A und 7, 
mit B zusammen. Im Gegenfall ist immer noch AB—T,7. Das sieht man 
so ein. Infolge der Voraussetzung ist x7,AP—x7,BQ (Fig. 1), also sind 
wegen AP— BQ die rechtwinkligen Dreiecke PAT, und QB7, kongruent 
und deshalb ist A 7, = BT),. Da weiter diese Strecken auch gleichsinnig sind, 
so ist AB— T,7,, wie behauptet wurde. Weil aber P und Q auf verschiedenen 


5 J. Perersen, Methoden und Theorien zur Auflésung geometrischer Constructions- 
aufgaben (Kopenhagen, 1879), S. 66—67, Aufgabe 340. 
° A. Apter, Theorie der geometrischen Konstruktionen (Leipzig, 1906), S. 33— 
Aufgaben 62, 63. Ss COS ee 
- 7 R. Sturm, Bemerkungen und Zusatze zu Steiners Aufsitzen iiber Maximum und 
Minimum, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 96 (1884), S. 36—77, insbe- 
sondere S. 64-65. 
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Seiten von der Geraden AB liegen, so wird AB von der Geraden PQ in 
einem Punkte M zwischen 7, und 7, geschnitten (der wegen 7,P — T.Q der 
Mittelpunkt von 7,7, ist) und es ist bekanntlich 


T.M<PM, MT,<MQ, 


also 


T,T,;= T1M+MT.< PM+MQ=PQ. 


Mit Riicksicht auf AB= 7,7, besteht daher in der Tat AB< PQ. 

Auf Grund dieses Hilfssatzes konnen wir nun den Satz von G. F. FAGNANO 
auf dem Wege von H. A. SCHwarz statt sechs Spiegelungen schon durch die 
zwei ersten und unabhangig vom Parallelenaxiom beweisen, wie folgt. 

Man klappe das Dreieck ABC um die Seite BC um, so da es zu 
A,BC wird, sodann noch A,BC um CA,, so dab A,B,C ensteht. Das Dreiec 
a@y der Hohenfufpunkte C 
gelangt bei diesem Um- 
klappen der Reihe nach in 
die Lagen @8,7,, fix, 
und zwar liegen die 
Punkte y, @, 6,7. infolge 
der Winkelgleichheiten 

xBay = xCasg, 

xCfha = xApy® 

in einer Geraden (Fig. 2), 
so daB die Strecke . yy. 
gleich dem Umfange des 
Dreiecks @fy ist. Wenn 
nun abc irgend ein an- Fig. 2 

deres, dem Dreieck ABC 
eingeschriebenes Dreieck ist, welches bei diesen Umklappungen der Reihe nac 
‘ die Lagen ab,c,,a,6,c, annimmt, so ist die Lange des Linienzuges cab,c, 
dem Umfange des Dreiecks abc gleich. Da aber (falls c von y verschieden 
ist) die Strecken yc—y.C, offenbar auf verschiedenen Seiten von der Gera- 
den yy. liegen und infolge 


xaeyB= xPyA — xh Ar 


der x72yA das Supplement von xy7y2A, und ebenso xy,yB das Supplement 
von xVY2Bi ist, also jedenfalls xy.yc gleich dem Supplement von xy72Cy 
ausfallt, besteht yy.< cc. im Sinn des obigen Hilfssatzes. Fallt c mit y 


8 Siehe den Nachtrag. 
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zusammen, so sind auch c, und y, identisch und es ist V72—=CC.. Wegen 
CC, = Ca+ab,+ bye, 
(wobei im letzteren Fall gewifi die Ungleichheit besteht, da doch das Dreieck 
abc von «Sy verschieden ist) gilt deshalb umsomehr 
¥%<ca+ab,+ b,c. 

Also ist der Umfang des Dreiecks «fy kleiner als der von abc, w. z. bd. w. 

Der Satz von R. STuRM,’ 
laut welches bei jedem einem recht- 
winkligen Dreiecke eingeschriebe- 
nen Dreieck der Umfang grofer als 
die doppelte Hypotenusen-Hohe 
ist (woraus der entsprechende 
Satz fiir ein stumpfwinkliges Drei- 
eck schon folgt),’® 1la8t sich unab- 
hangig vom Parallelenaxiom 4hn- 
lich beweisen. Es ist aber noch 
einfacher, zu diesem Ende die Me- 
thode von L. FEJER™ anzuwenden: 
ist das Dreieck bei A rechtwinklig 
(Fig. 3) und sind S, bzw. S, die 
Spiegelbilder von a an der Gera- 
den AC bzw. AB, so liegen die 
Punkte S,, A, S, offenbar in einer 
Geraden, es ist also mit Riicksicht 
auf AS, = Aa=AS, 

ab+bc+ca= S,b+bc+ 

+¢Ss>.S,S,;= 2Aa 
und umsomehr 

ab+be-+ca > 2Aq, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

Ubrigens la®t sich die Methode von L. FryER auch dann anwenden, 
wenn man nur wei, daf das Dreieck recht- oder stumpfwinklig ist. Man muf 
nur mit einem solchen Eckpunkt des eingeschriebenen Dreiecks anfangen, 
der einem spitzen Winkel des urspriinglichen gegeniiber liegt. Ist also .A 
ein rechter oder stumpfer Winkel, so seien jetzt S, bzw. S, die Spiegelbilder 


Fig. 4 


SERS TURM maaan O.e 8S. 64, 
10 R. Sturm, a. a. O. 7, 
11 Siehe °, 
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von 6 an der Geraden BC bzw. AB, und es sei A, das Spiegelbild von A 
an der Geraden BC (Fig. 4). So ist 


ab+bc+ca=S,a+ac+cS,=S,&. 
Da aber offenbar 


x5: 8S, == 2,7CBA=xA,BA 
ist und 


BS,= BS,=Bb>BA 


ausfallt (da doch xA recht oder stumpf ist), so ist bekanntlich S,S,>AA,= 
—=2Ac«. Es besteht deshalb umsomehr 


ab+bc+ca>2Aa. 

Damit ist unabhdngig vom Parallelenaxiom der Satz von R. StuRM” 
bewiesen: bei jedem einem recht- oder stumpfwinkligen Dreieck eingeschriebenen 
Dreiecke ist der Umfang groper als die doppelte Hihe auf der gripten Seite. 

Der obige Beweis fiir den Satz von FAGNANO lat sich in trivialer 
Weise fiir konvexe Polygone von ungerader Seitenzahl (die einer gewissen 
Bedingung Genitige leisten) verallgemeinern, und es ergibt sich unabhdngig 
vom Parallelenaxiom folgender 


SATZ. Ist das konvexe Polygon P,P2... P21 von ungerader Seitenzahl 
von solcher Beschaffenheit, dap ftir gewisse Zwischenpunkte A,, As,..., Arns 
det Seiten P,P2, P2P3,..., Pon1P, die Winkelgleichheiten 

xP Ai Agony = xP2Ai As, xP2A2 A = xP3AoAsz, sey 
x Pons1 Agns Ady, = xP; Aonst At 
bestehen, so hat A,A:... Ao 41 einen kleineren Umfang, als irgendein anderes, 
dem gegebenen eingeschriebenes Polygon By by... Ban. 


Im Gegensatz zur euklidischen Ebene,” gilt dieser Satz in der hyperboli- 
schen Ebene auch fiir Polygone von gerader Seitenzahl. Das leuchtet ein, 
wenn man bedenkt, dafi der oben bewiesene Hilfssatz in der hyperbolischen 
‘ Ebene auch dann giiltig bleibt, wenn die Strecken AP—8Q auf ein und 
derselben Seite von der Geraden AB liegen." 


_ Nachtrag 


Der oben benutzte bekannte Satz, laut welches die Héhen eines spitz- 
winkligen Dreiecks die inneren Winkelhalbierenden des Dreiecks der Hohenfup- 


12 R. Sturm, a. a: O. 7. 
18 Vgl. R. Sturm, a. a. O. 7, § 27, S. 63—64. 
14 Vgl. S. 217, FuBnote 4. 
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punkte sind, \af&t sich unabhdagig vom Parallelenaxiom etwa so beweisen:'* 
Es seien ¢ bzw. u die Spiegelbilder von @y an der Geraden yC bzw. 
$B (Fig. 5 mit der obigen Bezeichnung). Sind 7,, 72, 7; der Reihe nach die 
Projektionen von B auf Py, tu, so ist einerseits B7,— BT, und anderer- 
seits B7,—BT,;, da AB eine Winkelhalbierende von x(@y,f) und @B eine 
Winkelhalbierende von x(Sy,u) ist. Der Punkt B hat also von f¢ und w 
dieselbe Entfernung: B7,—BT,. Und da wegen der Spitzwinkligkeit des 
Dreiecks ABC die Punkte B,¢, wie sofort ersichtlich, auf verschiedenen 
Seiten von der Geraden ¢ liegen, so liegen infolge b7,—BT7; auch 7; und 
@ auf verschiedenen Seiten von f, also 
wird ¢ durch w in einem Punkte X 
geschnitten. Ahnlich den vorher Gesag- 
ten hat neben B auch C von ¢ und w 
dieselbe Entfernung, also sind die Ge- 
raden XB, XC gewifi Winkelhalbie- 
renden von x(f,u). Weil aber B und 
C offenbar .auf verschiedenen Seiten 
von der Geraden f¢, sowie von uw lie- 
gen, so sind XB und XC dieselbe 
Winkelhalbierende von x(¢, wz). Also ist 
die Gerade BC eine Winkelhalbierende 
von x(¢,). Der Punkt A hat aus den 
Fig. 5 obigen 4hnlichen Griinden ebenfalls 
dieselbe Entfernung von ¢ und u, folg- 
lich ist die Gerade XA ebenfalls eine Winkelhalbierende von x(¢,u). Da 
aber die Punkte A,B,C nicht in einer Geraden liegen, so sind diese 
Winkelhalbierenden von x(¢, uw), ndmlich BC und XA, verschieden und stehen 
somit aufeinander senkrecht. Also ist AX eine Héhe des Dreiecks ABC, d.h. 
X fallt mit @ zusammen. Das bedeutet aber, dafi x?ay durch die Gerade 
Aa halbiert wird, womit der Satz bewiesen ist. 


(Eingegangen am 12. Februar 1957.) 


 Beziiglich des Grundgedankens dieses Beweises vgl. R. Bartzer, Die Elemente der 
Mathematik, Bd. ll (Leipzig, 1883), 6. Aufl., S. 41, wobei der Beweis von Cur. GupERMANN 
wiedergegeben ist. Fiir einen anderen, weniger einfachen Beweis siehe B. KerékjArTo, Sur 
les fondements de la géométrie. I (Budapest, 1955), S. 163—164; ungarisch schon friiher 
erschienen (Szeged, 1937, S. 140—142). Ein dritter Beweis ergibt sich durch die Methode 
von L Feyér, siehe H. Rapemacuer und QO, Toepuitz, a. a. O. 3, S. 26. 


ON THE NUMBER OF ZEROS OF SUCCESSIVE DERIVATIVES 
OF ENTIRE FUNCTIONS OF FINITE ORDER 


By 
P. ERDOS (Budapest), corresponding member of the Academy, 
and 
A. RENYI (Budapest), member of the Academy 


In our joint paper [1]’ published recently, we have proved among other 
results the following 


THEOREM 2’. /f f(z) is an arbitrary entire function, dani ge f(z), 


and x= H(y) denotes the inverse function of y—=log M(r), then . have 
NF), 1) HO) — op 
if fe. 


(1) lim inf 


k>o 
Here N,.(f(z), 1) denotes the number of zeros of f(z) in the unit circle. 
The aim of the present note is to prove an improvement of this theorem 

for entire functions of finite order = 1, contained in the following 


THEOREM A. /f f(z) is an arbitrary entire function of finite order a =1, 
M(r) = Max |f(z)|, and x = H(y) denotes the inverse function of y=\log M(x),. 
12) |= 


7 further if Ni.(f(z), 1) denotes the number of zeros of f(2) in the unit circle, 
then we have 


(2) tim int WUE) WHO) Pe. 


k>o k 


1 We use this occasion to point out that the condition 
lim int oS MO) 
r->c (r) 
in Theorem 2 of [1] can be replaced by the somewhat weaker condition: there exists a 
sequence r,, —> + oe such that log M(r,)=<g(r,). It is clear from the proof that only this, 
is actually used. Thus the following assertion is true: 
Tueorem B. Let g(r) denote an arbitrary increasing function, defined in 0 <r< +, 
tending to +00 for r—»-+ ov. Let x=h(y) denote the inverse function of y= g(x). Lee 
us suppose that fei is an entire function for which, putting M(r)= es |f(z)|, we have 


= 4 


log M(r,)=g(7,,) (i= 22s) 
where r, is some sequence of positive numbers, tending to +o for n— «x. Then we have 
gg NF) DAK) | 
lim in i Se (7 


k—>o 


224 P. ERDOS AND A. RENYI 


Proor. It has been shown in [1] (formula (30), p. 132) that if »(r) 
denotes the central index of the power series of f(z) for |z|—r, then 


(3) Nyy (F(Z), 1) = OM) + 1) ee e. 


- 
It follows from (3) that 


(4) lim sup Soll hae: 

Now we may suppose without loss of generality that f(0)—1. In that case 
if u(r) denotes the absolute value of the maximal term of the power series 
of f(z) on the circle |z|—,, the following well-known formula is valid (see [2], 
Vol. IL "p.. 5, *ProblemslV- 233): 


(5) log u(r) =| a at. 


It follows from (5) that if c>1, taking into account that »(f) is non- 
decreasing (see [2], Vol. I, p. 21, Problem I. 120), we have 

V(t) 

(6) log u(rc)—log u(r) = | ; dt = r(r) loge. 


r 


On the other hand, it is known (see [2], Vol. II, p. 9, Problem IV. 60) that 


cacy Ate 
(7) lim inf log (7) =e. 
Thus to any «>O there can be found a sequence r, (n =1, 2,...) for which 
r,— co and r(r,) = (e +8) log u(r,). Applying (6) for r—~r, we obtain 
; | 
(8) V(7,) jog e total = log u(r, c). 
1 
Choosing ce ate, it follows that 


i 1 
(9) v(r,) = log “Ak erie), 
As e(r) = M(r), (9) implies 
i ‘ 1 
(10) pirves teenie a 
and thus 


1 


(11) H(v(tn)) = tae. ®*, 
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k>o 


As by (4) 
(12) lim sup Neen FV) tn ='p 
n> V (Tn) 

and with respect to (11), we obtain 

13 Ny om ( F(Z) 1) A (f)) ron 

( Hala V (Tr) : 
But (13) clearly implies 

(14) lim int Se F@), Fe on 


As (14) is valid for any «> 0, the assertion of Theorem A is proved. 
Especially” we have for entire functions of exponential type, with type A, 


— (15) lim inf Ni.(f(z2), 1) = Ae. 


(Received 13 February 1957) 
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2 Let W (Wuittaker’s constant) denote the greatest number such that if f(z) is of 
exponential type A < W, then an infinity of derivatives of f(z) have no zeros in the unit 


1 : ; 
circle. The exact value of W is not known. It follows from (15) that se W. This esti- 


4 mate is, however, much weaker than the estimate 0,7259 =< W, proved by Suetta Scotr Mac-- 
INTYRE [3]. (In footnote 4 of [1] we mentioned only the weaker estimate 0,7199 = W, due to 
N. Levinson [4].) It has been shown also by S. S. Macintyre [5], that W=0,7378. 


2 
(i has been conjectured (see [4]) that w== | 
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ON PERIODIC ENTIRE FUNCTIONS 


By 
CATHERINE RENYI (Budapest) 
(Presented by P. Turdn) 


Introduction 


Let f(z) denote a transcendental entire function. Let Z.(n) and Z,(n) 
denote the number of those among the first n+1 coefficients of the power 
series expansion of f(z) around the point a and 6, respectively, which are 
equal to 0. Suppose a+ 6 and put 


(1) A(n) = Z,(n) + Z,(n)—n. 
Recently I have proved (see [1], Theorem 1) that 
(2) lim AB <0. 


This result contains the proof of the following conjecture of G. POLyA: The 
power series expansion of a transcendental entire function can not have Fabry 


gaps around two different points, i. e. lim AO == 1 "and lim Zt) 


not both hold if a=. 

In § 1 of the present paper the results of [1] are developed further, in 
that the dependence of the (lower) order of magnitude of 4(n) on the rate 
of growth of f(z) is investigated. In § 2 the results of § 1 are applied to 
the investigation of the power series expansion and in § 3 of the Hermite 
expansion of periodic functions, respectively. Finally, in § 4a problem, which 
‘has been formulated already in [1], is solved: it is ea that there exist 
transcendental entire functions for which lim 4(n)—-+ ~. 


—> CO 


= ]can 


§ 1. On the dependence of the behaviour of 4(n) on the 
rate of growth of /(z) 


We begin by proving the following 


THEOREM 1. Let f(z) denote an entire function of finite order. 0 = 1. 
Let a and 6 be two arbitrary different points of the complex plane and denote 


15* 
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by Z,(n) and Z,(n) the number of those among the first n+-1 coefficients of 
the power series expansion of f(z) around a and 6, respectively, which are 
equal to 0. Let us put 4(n)= Z,(n)+ Z,(2)—n, then we have for any «>0 


(al) lim 


If f(z) is of finite type v =0, then (1.1) can be replaced by 


1 


¢ 


es = e=ala(t)" 


lim 
oe — oS 2 é, 
TiS 


Especially if f(z) is of exponential type +, then we have 


: b—a 
(1.3) lim 4(n) = ext eee, 


n-> © 


PROOF. Without loss of generality we may suppose a——1 and b=1. 
We may also suppose that f(z) is real on the real axis. As a matter of fact, 


if f(z) = > (a, +ib,)z" where a, and 6, are real (2—O,1,...), it suffices 
n—0 


to prove the validity of Theorem 1 for f,(z)—= > a,z" or fi(z) = > 6,2”. This 
n=0 


n—1) 

can be seen as follows: the order of f(z) is equal to max(@,, 0.) and if 
0,0, then the type of f(z) is equal to max(v,, 7), where 0; and 7; de- 
notes the order and type of f;(z) ({= 1, 2), respectively (this is a consequence 
of Theorem 2.2.2, p. 9 and Theorem 2.2.10, p. 11 of [2])s further if 4,(n) 
and 4,(n) are defined in the same way as /(n) only f(z) is replaced by 7,(z) 
and f,(z), respectively, then /(n) = min [4,(n), 4,(n)}. | 

To prove Theorem 1 we use the following theorem due to P. Erpdés 
and A. RENy! ({3], Theorem A): 

If f(z) is an entire function of finite order 0 =1, MA es f2|. 
(r>0), and x= H(y) denotes the inverse function of y—\log M(x), then 
denoting by N, the number of zeros of f(z) in the closed unit circle, we have 


Mee vedi ee sree 
(1. 4) lim feet Gy Uh 


n-> OO 


To deduce Theorem 1 from (1.4) we use the same elementary inequal- 
ity which has been used already in [1] and which asserts that 


(1.5) A(n) = N, 
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where N, has the same meaning as in (1.4). Taking into account that for 
an entire function of order o we have 
1 


(1.6) ee i (y), 
further for an entire function of order o and finite type t=O we have 
1 
/ y @ 
(1.7) &4 < H(y) 


for any ¢>0 and for sufficiently large values of y>0O, where H(y) has the 
meaning as above, (1.1) and (1.2) follow from (1.4) and (1.5). As (1.3) 
is a special case of (1.2), Theorem 1 is proved. 
_ It should be mentioned that (1.3) is not far from being best possible. 
As a matter of fact, if f(z)—(sinz)* where k is a positive integer, then 
clearly for a—0O and b=azt 
(1.8) A(n)=k-+1 
if n—k is odd, while in this case (1.3) gives 
eZ 
(1.9) A(n) Sk 
for infinitely many n. 
The following problem remains, however, open: what is the least value 
of A such that for any entire function of exponential type + >0 we have 
(1. 10) ‘lim: 4(n) = Atr|b—al. 


n> © 


§ 2. Properties of the power series of periodic entire functions 


First we deduce from Theorem 1 of [1] the following 


THEOREM 2. Let f(x) denote a periodic entire function. Let Z,(n) denote 
‘ the number of those among the first n4+-1 coefficients of the power series 
of f(z) around an arbitrary point a, which are equal to 0, and put 


n 
(2.4) A(n) = Z.(n)— 5 - 
Then we have 

C72) jim Ns 


n—> © n 
By other words: the lower density of the vanishing coefficients of the power 
1 
series of a periodic entire function can not exceed 5° 
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CorOLLary. The power series of a periodic entire function can not have 
Fabry gaps. 

Proor. To prove Theorem 2 it suffices to remark that if f(z) is periodic 
with period P, then if b6=a+P, we have Z,(n) = Z,(n) and thus 
Md(n 
(2.3) 1(n) = 2 
where 4(n) has the meaning as in § 1. aa Theorem 2 follows. It should 
be mentioned that the above Corollary follows already from the conjecture of 
POLYA, proved in [1]. 

For entire periodic functions of finite order we obtain from Theorem 1 
of § 1, by the same argument, the following 


THEOREM 3. /f f(z) is an entire periodic function of finite order 0 = 1, 
we have for any «>0 
rate of AA 
(2.4) ue Ae) =0 
n 


ote 


If f(z) is also of finite type t = 0 and its period is denoted by P, we have 
1 

(2.5) lim 4() ace) 
-= : 


Rw LAS aie SARL Ce 
eee 
Especially if f(z) is of exponential type +, we have 


(2.6) lim 24(n) = aes. 


n—-> © 


§ 3. On the Hermite expansion of periodic functions 


THEOREM 4. Let f(x) denote a real function, defined on the real axis, 
which is periodic with period 2 and L-integrable. Let us denote by 


(3. 1) A(x) = ae a (a0 Clee) 
the Hermite polynomials and let 


(3. 2) C= F(x)H,(x)e Zax (== O 51S 


a 
“Yaa 
be the coefficients of the formal Hermite expansion of f(x), that is 


(3. 3) f(x)~ Pare H,,(x). 
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Let Z(n) denote the number of those among cy, ¢,,...,Cn which are equal to 0. 
Then we have 

Z(n 
(3.4) tim 4) = e 


By other words: the lower density of the vanishing coefficients of the formal 


Hermite expansion of the function f(x) does not exceed Ae 


Proor. Let 
(30)) f(x) ~ > (a. cos kx + 6; sin kx) 
k=0 


be the formal Fourier expansion of f(x). According to a well-known formula 
(see [4] and [5]) we have for t>0 


+0 
sit _ (e-y)® 


1 
oR d 
Bilan. f(y)dy. 


Let us denote the function obtained from (3.6) for t1 by F(x), i. e. let 
us put 


(3. 6) >) (a, cos kx + b, sinkx)e 


+o 


3.7) F@)=—— |e ® sfoyay, 


Miki 
2 
Clearly F(x) is an entire periodic function of x, of order not exceeding 2 
and finite type not exceeding = From (3.7) with respect to (3.1) we obtain 
by differentiating n times with respect to x 


(3. 8) F (0) =(—1)"ta 
where c, is defined by (3.2). Thus the power series of F(z) around z—0 is 


(3.9) F(z) = > Ss a. Cn om 


Applying to F(z) Theorem 2 of § 2 we obtain (3. 4). Actually we obtain from 
(2.5) somewhat more, namely 


| Zn—-F> an 
Rap om ee ey Te 
ke Bl eee aloe 


sia C. RENYI 


§ 4. An entire function for which 4(n)—+-+ ~ 


THEOREM 5. There exist periodic entire functions such that 
(4. 1) in) +, 
where A(n) is defined by (2. 1). 

Proof. We shall try to find f(z) in the form 


(4.2) f2Z= > B,(sin z)"" 
where ie 
(4. 3) Me BN (ore 1) oe (018). 
We shall determine the coefficients B, so that we shall have 
(4. 4) . f*(0)=0 (r= 1 2a 
By other words, we determine the 6, successively from the equations 
(4.5) Re B= — sh 3 BiDae (r= doy 
where 

Od ba eae 
(4. 6) Dir = PSE [(sin z)%*«] rs 


First we prove that if the coefficients B, are determined this way, then f(z) 
defined by (4. 2) will really be an entire function, i. e. that the coefficients 
B, determined by the system of equations (4.5) satisfy 


1 
(4. 7) lim |B,|%r =0. 
To prove (4.7) we need an upper estimate for the coefficients D,,, defined 
by (4.6). Such an estimate can be obtained by the well-known inequality of 
CAUCHY 
Max | G(2)| 
(4. 8) |G (0)| = EtAM 2 |: “RX My 


N 


Applying (4.8) to the function G(z)=(sin z)%« for N—N, and substituting 


Ny 
(4.9) Duel ss Ns (EAH) *. 
Thus it follows from (4.5) that 
tN N,. 
(4. 10) 1B,| <re% (Ne) Max |B,| (rs=-Ty 25oeer 
fy O=k=r-1 
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Clearly (4.10) implies |B,| = Max |Bx|, and thus by induction we have from 
=k=r-1 
(4. 10) bay 


Neil" 
4.11 Bre ( 
ee ela oa . 
Now (4.7) follows because by (4.11) 
1 1 
(4. 12) B[%* srr eX. 0 for. of stem, 


Thus f(z) is really an entire function. As clearly f(z) is periodic with period 
2a and odd, taking (4.4) into account we obtain 


(4. 13) A(R) eer ior WN, = n= Nia. 


Thus we have found an entire periodic function for which 4(n) and therefore 
also 4(n) (if a0, b=2z) is tending to + ~ for n> ~. 


(Received 11 February 1957) 
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BEITRAGE ZUR THEORIE DER OPERATORMODULN 


Von 
A. KERTESZ (Debrecen) 
(Vorgelegt von L. Répet) 


§ 1. Einleitung 


Es sei R ein beliebiger Ring’ und G ein mit R als linksseitigem Ope- 
ratorbereich versehener R-modul. Der Modul G heift vollstaéndig reduzibel, 
wenn er eine direkte Summe von einfachen Moduln® ist. In zwei friiheren 
Arbeiten ((6] und [7]*) haben wir die Aquivalenz einiger Bedingungen mit 
der vollstandigen Reduzibilitat fiir den Fall gewisser spezieller Moduln ge- 
zeigt, sowie den Zusammenhang zwischen volistandig reduziblen Moduln und 
den sogenannten halbeinfachen Ringen untersucht. Ein wesentlicher Teil der 
vorliegenden Arbeit ist auch der Untersuchung der vollstaéndig reduziblen 
Moduln gewidmet. Die Giiltigkeit der in [6] und [7] erzielten Ergebnisse 
wird hier auf den allgemeinsten Fall ausgedehnt, und zu den friiher gefundenen 
Charakterisierungen der vollstandig reduziblen Moduln werden neuere hinzu- 
gefiigt (§ 6). Im § 5 werden die vollstandig reduziblen Moduln durch ein 
System von Invarianten charakterisiert, und im § 7 werden sdmtliche Ringe 
R bestimmt, fiir welche jeder R-Modul — von einem trivialen direkten 
Summanden abgesehen — vollstandig reduzibel ist. Diese Ringe sind die 
halbeinfachen Ringe im klassischen Sinne. Als Anwendung der §§ 6—7 
gewinnen wir mehrere rein ringtheoretische Charakterisierungen der halbein- 
fachen Ringe. 

In § 4 verallgemeinern wir fiir den Fall von Operatormoduln den in 
der Theorie der Abelschen Gruppen eine wichtige Rolle spielenden Begriff 
der Servanzuntergruppe, und beweisen einige grundlegende Satze iiber die- 
sen Begriff. Im § 3 modifizieren wir den bisher gebrauchlichen Begriff der 
Ordnung eines Elementes, der sich fiir die allgemeine Theorie der Moduln 
als nicht befriedigend erwiesen hat, und wir zeigen, da&{ man bei einem 
groBen Teil der Untersuchungen beziiglich Operatormoduln sich ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit auf den Fall unitarer Moduln beschranken kann. 


! Ring bedeutet immer einen assoziativen Ring. 
2 Fiir die Terminologie und Grundbegriffe verweisen wir auf § 2. 
3 Die Nummern in eckigen Klammern verweisen auf die Literatur am Ende der Arbeit. 
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§ 2. Terminologie und Bezeichnungen 


Es sei R ein Ring. Unter einem R-Modul verstehen wir eine additiv 
geschriebene Abelsche Gruppe, die R als Ring von Linksoperatoren besitzt. 
Ein Untermodul bzw. ein Homomorphismus bedeutet in dieser Arbeit immer 
einen R-Untermodul bzw. einen R-Homomorphismus, d.h. einen beziiglich 
dieser Operatoren zulassigen Untermodul bzw. Homomorphismus. Moduln 
und Ringe werden mit grofen Buchstaben, ihre Elemente und die ganzen 
rationalen Zahlen mit kleinen Buchstaben bezeichnet. / sei der Ring der 
ganzen rationalen Zahlen. 

Wir nennen einen R-Modul G uwnitdr, falls R ein Einselement besitzt, 
das auf die Elemente von G identisch operiert. Wir nennen einen Modul 
trivial, falls jeder Operator genau so operiert wie der Nulloperator. Jeder 
R-Modul G besitzt einen einzigen maximalen trivialen Untermodul, namlich 
die Menge sdmtlicher Elemente x € G, fiir welche Rx —O gilt. Unter einem 
einfachen (in anderer Terminologie: irreduziblen oder minimalen) R-Modul 
verstehen wir einen Modul mit nur zwei Untermoduln: dem Nullmodul und 
sich selbst. 

Mit R* werden wir immer die additive Gruppe des Ringes R als 
linksseitigen R-Modul bezeichnen. Die Untermoduln von R* fallen demnach 
mit den Linksidealen von R zusammen. 

Unter dem durch ein Elementensystem S des R-Moduls G erzeugten 
Untermodul dieses Moduls verstehen wir den engsten, samtliche Elemente 
von S enthaltenden Untermodul von G, der durch {S} bezeichnet wird. Einen 
durch ein einziges Element erzeugten Modul nennen wir zyklisch. Gehért g 
zu G, so besteht {g} offenbar aus samtlichen Elementen rg-+ng (ré€R,n€/). 
Ist G ein unitarer R-Modul, dann wird der zyklische Modul {g} bereits durch 
sdmtliche Elemente der Gestalt rg (r€R) erschopft. 

Wir sagen, dafi G die Minimalbedingung fiir Untermoduln der Eigen- 
schaft @ erfiillt, falls jede streng abnehmende Kette von Untermoduln der 
Eigenschaft g von G nach endlich vielen Schritten abbricht. — Unter direkter 
Summe verstehen wir immer diskrete (in anderer Terminologie: einge- 
schrankte) direkte Summe, die wir durch + bzw. durch S bezeichnen. 

Endlich viele, von Null verschiedene Elemente 6,,..., 0; eines R-Moduls 
G werden unabhdngig genannt, falls aus dem Bestehen einer Relation der Form 


rb, + yb; fees } ri, By + nib, = 0 (7; € R, nj Chit me 


immer 

r,6,+1,0,=:-- = ",0; +n,b;, =0 
folgt. Ein System 6beliebiger Médchtigkeit von Elementen (+0) in G wird 
unabhangig genannt, falls jedes seiner endlichen Untersysteme unabhangig ist. 
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| Die so definierte Unabhangigkeit ist also eine Eigenschaft endlichen Charak- 
ters, so daB gemaf dem Zornschen Lemma _ jede Untermenge U von G ein 
maximales unabhangiges Elementensystem S enthalt. Im Falle U—G sagen 
wir, S sei eit maximales unabhdngiges Elementensystem von G. Irgendein 
Elementensystem von G, das nicht unabhangig ist, wird abhdngig genannt. 

Offenbar ist ein Elementensystem (oO, eer) von Gemitb,4=0 
dann und nur dann unabhangig, falls 


ers eg ete 


gilt. Ist S{6,}—G, so sagen wir, das Elementensystem S sei eine Basis 
von G. Die Basis ist immer ein maximales unabhangiges Elementensystem 
von G, das Umgekehrte gilt aber im allgemeinen nicht. 


§ 3. Die Ordnung eines Elementes in einem Modul 


Es sei g ein Element des R-Moduls G. Die Menge L aller Elemente 
r von R, die das Element g annullieren, d. h. fiir die rg—O ist, bildet ein 
Linksideal des Ringes R. In der Literatur (siehe z. B. [5] und [10]) heiSt 
das Linksideal Z die Ordnung des Elementes g. Es ist klar, daf fiir gewohn- 
liche Abelsche Gruppen diese Definition im wesentlichen mit der itiblichen 
tibereinstimmt: ist die Ordnung eines Elementes a im gewoéhnlichen Sinne 
n, so wird a genau durch das von nv im Ringe / erzeugte Hauptideal annul- 
lier. Wenn G ein unitérer R-Modul ist, so ist die obige Definition der 
Ordnung eines Elementes vollstandig befriedigend: in diesem Falle ist nam- 
lich der vom Element g erzeugte zyklische Untermodul dem Faktormodul 
R+/L isomorph, wobei L die Ordnung des Elementes g ist. Ist aber G kein 
unitarer R-Modul (z. B. ein trivialer R-Modul), so kénnen wir im allgemei- 
nen tiber den zyklischen Untermodul eines Elementes auf Grund der obigen 
Definition der Ordnung eines Elementes iiberhaupt nichts aussagen. Deshalb 
scheint es ndétig, diese Definition zu modifizieren. * 

Es sei G ein R-Modul. Wir betrachten die wohlbekannte _ ,,klassische“ 
Ringerweiterung mit Einselement Ra) des Operatorbereiches R. Der Ring 
Ray besteht aus sdmtlichen Paaren (r,n) (wo r€R und n ganz rational) mit 
den Verkntipfungen 


(r, a) +(s, m)=(r-+s,n+m) 


(r, n) (s,m) = (rs+mr-+ns, nm) Hse Rj) named. 


4 Wenn jemand sich nur auf die Untersuchung unitarer Moduln beschrankt, ist es 
zweckmaBbig, die obige, iibliche Definition der Ordnung eines Elementes zu behalten. 
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Man sieht leicht, dafi durch die Definition 
(r,ng=—rg-+ng (g €G) 


der Modul G zu einem Aw-Moduln wird, und zwar zu einem unitdren 
Rw-Modul, da ja das Einselement (0,1) des Ringes Ra, auf samtliche Ele- 
mente g von G identisch operiert: 


(0,1)g=—0-g+1-g=g. 


Nun ist es klar, daf bei der Untersuchung der Struktur des Moduls G dieser 
sowohl als R-Modul wie auch als Ry)-Modul angesehen werden kann. ° Daher 
geniigt es im Bereich der Operatormoduln viele Probleme ohne Beschraénkung 
der Allgemeinheit nur fiir den Fall unitérer R-Moduln zu untersuchen. 

Nunmehr kénnen wir den Begriff der Ordnung eines Elementes definie- 
ren. Ist @ ein Element des R-Moduls G, so nennen wir die Ordnung von 
g das Linksideal in Riy, das aus allen Elementen (r,7)€ Ra) besteht, die 
g annullieren, d. h. fiir die (r,n)g—rg+ng—O ist. Die Ordnung von g 
wird mit O(g) bezeichnet. Jeder R-Modul besitzt ein einziges Element, des- 
sen Ordnung der ganze Ring Ray ist, ndmlich das Nullelement. Ist die Ord- 
nung des Elementes a das Nullideal des Ringes Ry), so heift a ein Element 
der Ordnung Null. Es gibt Moduln, in denen jedes von O verschiedene Ele- 
ment die Null zur Ordnung hat. Solche Moduln werden forsionsfrei genannt. 
Da der zyklische Untermodul {g} des R-Moduls G aus allen Elementen der 
Form rg-+ng=—(r,n)g (r€R,n€/) besteht, zeigt die Abbildung 


(,n)>rgtng (eR ned), 


daf {g} dem Faktormodul Rq)/O(g) isomorph ist. Ist insbesondere O(g) = 0, 
so folgt {g} ~ Ro). 

Falls wir im folgenden G als eine Riy-Modul betrachten werden, werden 
wir stets voraussetzen, dafi G auf die oben erklarte Weise mit Ra) als links- 
seitigem Operatorbereich versehen ist. 


® Wir bemerken, da die Untermoduln von G, als R-Modul und als Riy-Modul be- 
trachtet, zusammenfallen. Ist G insbesondere ein einfacher R-Modul, so ist er auch ein 
einfacher R,-Modul, und umgekehrt. — Auch ist es offenbar, da®f irgendein Elementen- 
system ...,0,,... (»€4) des Moduls G dann und nur dann unabhingig ist, falls aus einer 
Relation der Gestalt 
(ry, 7,) b,,, + +++ -+(7,,2,) by, =0 (»%;€ 4, (r;, n)ERa), i=l) oe 
immer 
(r; , ny) 6, Spee ("7,5 N)O,, al 


folgt. 
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§ 4. Servanzuntermoduln 


Bekanntlich spielt der Begriff der Servanzuntergruppe in der Theorie 
der Abelschen Gruppen eine grofe Rolle. Hier modchten wir diesen Begriff 
auf den Fall beliebiger Operatormoduln itibertragen und zugleich einige seiner 
elementaren Eigenschaften nachweisen. 

Bezeichnet x ein unbestimmtes Element und H einen Untermodul des 
R-Moduls G, dann hat das allgemeinste Gleichungssystem in dieser Unbe- 
kannten tiber H die Gestalt 


(1) fyX +1, xX=h, (7, €R, hy, € HH, n, €1,v € 4), 
wo 4 eine beliebige (nichtleere) Indexmenge ist. Falls es ein Element x € G 
gibt, fiir welches das Gleichungssystem (1) erfiillt ist, so sagen wir, dai das 
Gleichungssystem (1) in G lésbar ist und x zur Lésung hat. Ein Untermo- 
dul H eines R-Moduls G heift Servanzuntermodul in G, wenn aus der Lés- 
barkeit eines Gleichungssystems (1) in G immer auch ihre Lésbarkeit in H 
folgt. Als Beispiele fiir Servanzuntermoduln kénnen die Untermoduln O, G 
und alle direkten Summanden von Gdienen.’ Wir bemerken, da der Begriff 
des Servanzuntermoduls im Falle Abelscher Gruppen mit demjenigen der 
Servanzuntergruppe zusammenfallt. Dies folgt daraus, da sich im Falle 
Abelscher Gruppen ein Gleichungssystem (1) immer auf die Gestalt 


NyxX=h, (Ah, €H,n, €1,v € A) 
zuriickfiihren 1aé8t. Ein solches Gleichungssystem ist aber der Gleichung 
nx=h (A € A, n€ 1) 


dquivalent, wo n das erzeugende Element des durch die n, im Ringe / 
erzeugten Ideals ist, und falls 


n=), +: +h No, kinetin Gel), 


h durch die Gleichung 
h=hh,,++--+hh, 


definiert ist. (2 hangt nicht von der Darstellung von n ab.) 

Wir erwdhnen als eine unmittelbare Folge der Definition, dai wenn 
H, ein Servanzuntermodul in G, H, ein Servanzuntermodul in H, ist, so ist 
auch H, ein Servanzuntermodul in CG. 

Im Falle, gewohnlicher Abelscher Gruppen ist die Vereinigungsmenge 
einer aufsteigenden Folge von Servanzuntermoduln immer auch ein Servanz- 


6 Fiir die Tatsache, daB ein Servanzuntermodul kein direkter Summand sein muf, 
siehe § 3 in [9]. Der Untermodul 7 des hier konstruierten Moduls G ist ein Servanzunter- 
modul, aber kein direkter Summand von G. 
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untermodul. Diese Behauptung aber verliert ihre Giiltigkeit fiir Operator- 
moduln. Dies wird durch das folgende Beispiel gezeigt: Es sei R,, Ro,.-., Rn,--- 
eine Folge von Ringen mit Einselement, und S die vollstandige ’ direkte 
Summe der R,,. So ist S ein Ring mit Einselement, und S* als S-Modul hat 
die Untermoduln 


(2) R,, Ri t+ Ro,..-,- Rit Ret>>>+Ra,--- 


als direkte Summanden, umsomehr also als Servanzuntermoduln. Die Ver- 
einigung S, der Folge (2) ist aber kein Servanzuntermodul in S*. Betrachten 
wir namlich das Gleichungssystem, bestehend aus sdmtlichen Gleichungen 
der Form sx—s (s€&,). Dieses System ist offenbar in S lésbar, lait aber 
in S, keine Lésung zu, da S, als (diskrete) direkte Summe der Ringe 
Ry; Ro; ..- kein Einselement besitzt 

Es gilt der folgende 


Satz 1. Der Untermodul H des R-Moduls G ist dann und nur dann 
ein Servanzuntermodul in G, wenn jede Nebenklasse des Faktormoduls G/H 
eine ordnungstreue Reprdsentation gestattet, d. h.: ist g ein beliebiges Ele- 
ment des Moduls G/H, so gibt es in G mindestens ein zu der Nebenklasse 
g gehoriges Element g’ mit O(g)= O(g’). 

Bewels. Es sei H ein Servanzuntermodul in G und g=g+H ein 
beliebiges Element des Faktormoduls G/H. Ist O(g)—=0, so hat auch das 
Element g’ = g die Ordnung Null. Nun nehmen wir an, dai} O(g)=L=+-0. 
Die Elemente /g (/€ L) gehdren alle zu H, und — da H ein Servanzunter- 
modul in G ist — gibt es in H ein Element A mit /A—IJ/g (JEL). Das 
Element g’—g—h fallt in die Nebenklasse @—g-+H und hat ebenfalls 
die Ordnung L, weil fiir ré€L offenbar rg’—0 gilt, fir r¢ Ll aber rg’ = 
—=rg—rh nicht verschwinden kann, da rh €H, aber rg €H ist. 

Setzen wir umgekehrt voraus, daB H ein solcher Untermodul des 
R-Moduls G ist, da jede ihm entsprechende Nebenklasse eine ordnungs- 
treue Reprasentation zulaft. Wir zeigen, daB dann H ein Servanzuntermodul 
in G ist. Es sei (1) ein in G lésbares Gleichungssystem in einer Unbekann- 
ten tiber H und g€G irgendeine Lésung dieses Systems: 


 ngtyg=h, (ty €R, hy €H, ny €l, v €d). 


Es sei J=g+H. Ist O(g)=L, dann gilt offenbar (r,,n,)€L fir 
jeden Index v€4. Andererseits existiert nach unserer Voraussetzung ein 
Element 9’ —g-+h (hE H) mit O(g’)=L. Somit ist 


(ry, Ny) 2 = (Ty, My) E+ (fy, m)A=0 (v € 4) 


‘In einer anderen Terminologie: ,komplette“ oder ,uneingeschrankte“. 
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und daher 
—Ky iN, Tay Shy F = Nt, (vé 4), 

woraus man schliefit, dai das Element —h€H das Gleichungssystem be- 
friedigt. 
Als unmittelbare Folgerungen aus dem obigen Satze ergeben sich: 
Ist der Faktormodul G/H torsionsfrei, so ist H ein Servanzuntermodul 
in. G. 

Ist G ein torsionsfreier Modul, so ist H dann und nur dann ein Ser- 


vanzuntermodul in G, wenn auch der Faktormodul G/H torsionsfrei ist. 
Mit Hilfe des Satzes 1 erhalten wir 


SAaTZ 2. Es sei H ein Servanzuntermodul des R-Moduls G. Ist der Fak- 
tormodul G—G/H eine direkte Summe zyklischen Untermoduln, so ist H ein 
direkter Summand von G. 

FexSel 
(3) G— 2g 
eine Zerlegung des Faktormoduls G/H in eine direkte Summe zyklischer 
Untermoduln, und sei fiir jedes 2 € 4 ein & € & mit O(2,) = O(g) gewahlt 
(Satz 1!), ferner sei A der durch die Elemente g, (A€ 4) erzeugte Unter- 


modul von G: A= S"{g,}. Da H und die g, zusammen den ganzen Modul 
AEA 
erzeugen, mui G={A, H} sein. Es sei anderseits a€ AN H und 


a= (r,, Mm) Bays + (Te, Mx) Bry (ri, mi) € Ray). 
Da a auch ein Element von H ist, gilt die Gleichung 
(r,, 1) Bayt e++ +(e, Me) Sy, = 0. 
Aber auf Grund von (3) sind die Elemente g, unabhingig in G, so daf 
| (ri, Ni) Lr, = 0 G==175./4) 


ist, und da die Ordnungen der Elemente g), und gi, iibereinstimmen, folgen 
die Gleichungen 

(;, Ni) Lr, = 0 (izealy os5 Kk): 
Daraus ergibt sich a=0, d. h. ANH=0O. Damit haben wir bewiesen, dah 
H ein direkter Summand von G ist, und zwar gilt G—H-+ A. 


Satz 3. Es sei H ein Servanzuntermodul des R-Moduls G und A ein 
den Untermodul H enthaltender Untermodul von G. A ist dann und nur dann 
ein Servanzuntermodul in G, wenn A/H ein Servanzuntermodul in G/H ist. 


16 Acta Mathematica VIII/1—2 
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Bewels. Es sei A/H ein Servanzuntermodul in G/H und 

(4) (fy, Ny) X = A, (a, €A, (Ty, ny) ER, ved) 
ein Gleichungssystem tiber A, das das Element x€ G zur Lésung hat. Wir 
zeigen, dai das System (4) auch eine Lésung in A hat. Da A/# ein Servanz- 
untermodul in G/H ist, so gibt es ein Element a€ A und Elemente h,¢€H 
(v € 4), fiir welche die Gleichungen 
(5) (Ty, Nya =a,+h, (7 € 4) 
giiltig sind. Aus den Gleichungssystemen (4) und (5) folgen die Gleichun- 
gen 

(Ty, Ny) (a—x)=h, (v€ 4), 
und da H ein Servanzuntermodul in G ist, ergibt sich die Existenz eines 
Elementes # von H derart, dah 
(6) (ty, th=h, (v € 4) 
ist. Auf Grund von (5) und (6) folgt 

(r,, N,) (a—h) =a, (v € 4), 
wo offenbar a—hc€A ist. Damit ist die erste Halfte unserer Behauptung 


bewiesen. 
Umgekehrt sei A ein Servanzuntermodul in G und 


(ry, My) (g + H)=a,+H (a,€ A, v € 4) 
ein Gleichungssystem iiber A/H mit einem Element g¢€ G. Dann existieren 
Elemente A, € H mit 
(fy, ty) 2a, th, cA (vé 4). 
Da A ein Servanzuntermodul in G ist, gibt es ein Element a€ A mit 
pitty Sethe (v€ 4) 
und so ist 
(r,, N,) (a+ A) =a,+H. 


Damit ist bewiesen, dafi A/H ein Servanzuntermodul in G/H ist. Wir bemer- 
ken, dali beim Beweis der zweiten Halfte der Behauptung des Satzes der 
Servanzcharakter des Untermoduls H nicht ausgenutzt wird. Deshalb haben 
wit etwas mehr bewiesen: bei einer homomorphen Abbildung geht ein Ser- 
vanzuntermodul, der den Kern des Homomorphismus enthdlt, stets in einen 
Servanzuntermodul tiber. 
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§ 5. Charakterisierung der vollstandig reduziblen Moduln 
durch Invarianten 


Wir nennen einen R-Modul G vollsténdig reduzibel, falls er eine Zer- 
legung in eine direkte Summe einfacher R-Moduln zulaBt. Wir wollen in die- 
sem Paragraphen fiir den Fall eines gegebenen Ringes R eine vollstandige 
Ubersicht iiber die Klasse aller méglichen vollstandig reduziblen R-Moduln 
gewinnen. Wir werden zeigen, da man ein System von Invarianten angeben 
kann, das eine vollstandige Beschreibung dieser Klasse liefert. 

Es sei R ein beliebiger, aber im folgenden festbleibender Ring. Vor 
allem geben wir eine Ubersicht der einfachen R-Moduln. Ist A ein einfacher 

_R-Modul, dann ist er auch ein einfacher Ra)-Modul. Fiir ein beliebiges Ele- 
ment a(==0) in A ist der zyklische Untermodul Raya von O verschieden, so 
dali Ryya—A gilt. Die Abbildung 


(7, n) TA (r, n)a ((r, n) € Ray) 
ist eine homomorphe Abbildung von RG) auf A. Ist L der Kern dieses Homo- 
morphismus, dann ist L== O(a) und 

Rie A, 
wo L notwendigerweise ein maximales. Linksideal im Ring Ray ist. Umgekehrt 
ist es klar, dafi wenn L ein maximales Linksideal in Ray ist, so ist der 
Modul Ri/L ein einfacher Ry-Modul, und somit auch ein einfacher R-Modul. 
Ein R-Modul A ist folglich dann und nur dann einfach, wenn er einem, als 
R-Modul aufgefagpten Faktormodul Rq/L isomorph ist, wo L irgendein maxi- 
males Linksideal des Ringes Ra) bedeutet. 

Wir bemerken, da fiir zwei Elemente a=-0, b=-0 eines einfachen 
R-Moduls A im allgemeinen O(a) == O(6) ist, aber immer Ri)/O(a) & Ray/O(0) 
gilt. Ist der Ring R auch noch kommutativ, dann gilt auch O(a)= O(0). 

Jetzt gehen wir auf die Untersuchung der vollstandig reduziblen R-Moduln 
iiber. Wir nennen die Linksideale L, und L, des Ringes Ra) dquivalent, falls 
'Ri/L, =~ Ri/L, gilt und betrachten die Klassen dquivalenter Linksideale von 
Ra). Zu jeder solchen Klasse C gehért ein R-Modul A, und zwar der Fak- 
tormodul von Rij) nach irgendeinem zur Klasse gehdrigen Linksideal. Dieser 
Faktormodul wird der betreffenden Klasse gehérige Modul genannt. Ordnen 
wir jeder Klasse Cy (%#€ @) von maximalen Linksidealen eine Kardinalzahl 
ma (9 €@) zu, so gewinnen wir ein System S der Paare [Co, ms] (7 € ©). 
Nunmehr kénnen wir zwischen der Menge aller solchen (verschiedenen’) 
Systeme S einerseits, und der Menge aller méglichen (paarweise nichtiso- 


8 Natiirlich sind zwei Systeme S und S’ verschieden, falls mindestens fiir einen 
Index ®¢ 0 mg + m’, gilt. 


16* 
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morphen) vollstandig reduziblen R-Moduln andererseits auf folgende Weise 
eine umkehrbar eindeutige Beziehung herstellen: Es sei S gegeben. Wir be- 
trachten jeden, zur Klasse Cy gehdrigen (notwendigerweise einfachen) -Modul 
in so viel Exemplaren, wie die entsprechende Machtigkeit ms zeigt. Die 
direkte Summe der somit gewonnenen Moduln ist ein wohlbestimmter voll- 
stindig reduzibler R-Modul, den wir nun dem System S zuordnen. Umgekehrt 
sei G ein vollstandig reduzibler R-Modul, und betrachten wir eine Darstel- 
lung von G als direkte Summe einfacher R-Moduln. Auf Grund einer sol- 
chen direkten Zerlegung ordnen wir dem Modul G dasjenige System S zu, 
in dem, fiir jeden Index #€ O, my die Machtigkeit der mit dem zur Klasse 
Cs gehérigen R-Modul A isomorphen direkten Summanden in der gegebenen 
Zerlegung von G bedeutet. Um zu beweisen, dai das System S ein den. 
Modul G voilstaéndig charakterisierenden Invariantensystem darstellt, miissen 
wir noch zeigen, dai eine beliebige andere Zerlegung von G in eine direkte 
Summe einfacher R-Moduln zu demselben System S fiihrt. Dies ist die Aus- 
sage von 


SATZ 4. Es seien fiir den vollstindig reduziblen R-Modul G zwei Zer- 
legungen in eine direkte Summe einfacher R-Moduln angegeben. Dann ist 
es méglich, zwischen den direkten Summanden der zwei Zerlegungen eine 
solche umkehrbar eindeutige Beziehung herzustellen, bei welcher die einander 
entsprechenden Summanden isomorph sind. 


BEMERKUNG. Die Behauptung folgt aus einem Satze von A. KUROSCH, 
der eine Verallgemeinerung des Jordan—Hdélder—Schreierschen Satzes auf 
den Fall unendlicher Normalketten darstellt. (Siehe [10] und [9].) Wir geben 
hier einen direkten Beweis des Satzes, durch welchen die Frage teilweise 
auf den in [1] erérterten Fall endlich vieler Summanden zuriickgefiihrt wird. 

Zum Beweise brauchen wir den folgenden 


HILFssatz.” Der R-Modul H sei eine direkte Summe der einfachen 
R-Moduln A,, Ay, ..., Ax. Dann gibt es zwischen irgend k+-1 Elementen von 
H ein solches, das sich als (linksseitige) Ray-Kombination der iibrigen k 
Elemente darstellen lépt. | 

BEwEIs. Es sei 
(7) HA Ae re A 
und fiir die beliebigen Elemente fj, fo, ..., Ax, Msi € H gelte auf Grund von (7) 

k -! 
A= > Ae (AY € Aj; i=1,2,..3, kD. 


j=l 


® Fir den speziellen Fall, wo der triviale Teilmodul des Moduls H gleich 0 ist, findet 
sich der Beweis dieses Hilfssatzes in [1]. 
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Wir zeigen, dafi es zwischen den Elementen /1,..., Axi. ein solches gibt, 
das sich als eine Ray)-Kombination der iibrigen darstellen lat. Unsere Be- 
hauptung ist jedenfalls fiir k==1 richtig. Nehmen wir an, dak sie auch fiir 
k—1 gilt. Gehdren die Elemente A; alle zum Untermodul H’ = H,-----+ H;, 
dann sind wir unter Zuhilfenahme unserer Induktionshypothese fertig. Gilt 
aber z. B. f,¢H’, dann ist sicher ht =+-0, und da A, ein einfacher R-Modul 
ist, so enthalt der Ring Ri, Elemente (r;, 2;) mit 


hi -(r:; ni) hy? (i= 2,...,k+1). 
Die Elemente 


(8) hy = hy—(To, No) hy, «+, Aig = Axess Bes ca Niyi)Ay 


liegen dann alle im Untermodul H’, und da ihre Zahl k betragt, so besteht 
nach der Induktionshypothese eine Relation 


(9) As = (Sz, m3) h3-+ -++ + (Sept, Masi) Misr ((S;,m)€ Ray; f= 3, 4,...,4+1) 


fiir eine passend gewdhlte Reihenfolge der Elemente fj. Setzen wir (8) in (9) 
ein, sO gewinnen wir 


hz = ((r2, 12) —(S3, Ms) (73, 13) — +++ — (Seat, Mess) Tey, Mev) Aa + 
+ (S3, 173) Ag- +++ + (Skit, Meri) Mist, 
womit wir unseren Hilfssatz bewiesen haben. 


BEWEIS DES SATZES 4. Es seien 


beat AAD 
(10) aa 
und 

LS, 
(11) G= 2 Bu, 


wo A, (véI) und B, (uw € 4) einfache Moduln sind, zwei direkte Zerlegun- 
gen des Moduls G. Das Element O--a,€ A, laf%t auf Grund der Zerle- 
,gung (11) eine eindeutige Darstellung 


07 Ue eri Onpr = ttky, 
mit O+- b,,€ By, (i=1,2,...,k) zu. Da a, das erzeugende Element des 


Moduls A, ist, gilt offenbar A, 255 B,,. Weiterhin ist, wegen der Einfach- 


heit von A,, die Projektion (in (11)) des Moduls A, auf den Modul B,, notwen- 
digerweise ein Isomorphismus, da ja der Kern des Homomorphismus gleich 
Null ist. Somit sehen wir, daB die direkte Zerlegung (11) mit A, isomorphe 
-direkte Summanden enthalt, und dafi A, in der direkten Summe sdmtlicher 
solcher Summanden liegt. Daraus folgt nun, da’ wenn wir die direkte Summe 
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samtlicher in der Zerlegung (10) bzw. (11) auftretenden, mit A, isomorphen 
direkten Summanden mit U bzw. V bezeichnen, U= V gilt. Wenn wir nun — 
auch noch zeigen kénnen, dafi die Machtigkeit der direkten. Summanden in 
V iibereinstimmt, so wird damit unser Beweis fertig sein. 

Um diese letztere Behauptung nachzuweisen, geniigt es, folgendes zu 
zeigen: Ist der R-Modul G die direkte Summe einer Menge der Machtigkeit 
m von einfachen R-Moduln, dann ist in G jedes Elementensystem von einer 
m iibertreffenden Michtigkeit abhdngig. Fir endliche m folgt unsere Behaup- _ 
tung aus dem Hilfssatz. Es sei demnach m eine unendliche Kardinalzahl, 
und W ein Elementensystem der Machtigkeit n aus G, mit m <n. Wir zeigen, 
daB8 W nicht unabhangig sein kann. Betrachten wir die Menge 7 samtlicher 
solcher Teilmoduln Hj, von G, die als direkte Summe endlich vieler der in 
der gegebenen Zerlegung von G auftretenden direkten Summanden entstehen. 
Die Menge 7 hat auch die Machtigkeit m. Falls nun jedes Element A, der 
Menge 7, als Untermodul von G nur eine endliche Teilmenge des Systems 
W enthalten wiirde, so kénnten wir, da jedes Element von W in mindestens 
einem Untermodul , enthalten ist, daraus folgern, daf die Méachtigkeit n 
von W hochstens gleich m ist, entgegen unserer Voraussetzung. Der Modul 
G hat demnach einen, als direkte Summe endlich vieler einfacher R-Moduln 
darstellbaren Untermodul, der unendlich viele Elemente aus W enthalt.. Wir 
wenden jetzt noch den Hilfssatz an, und damit ist der Beweis unseres Satzes 
zu Ende gefiihrt. 


- § 6. Kennzeichnungen der vollstandig reduziblen Moduln 


Der vorliegende Paragraph ist dem Beweis des folgenden Satzes 
gewidmet: 


SATZ 5."" Es sei R ein Ring. Fiir einen R-Modul G sind die folgenden 
Bedingungen dquivalent: 

a) G ist ein vollstdndig reduzibler Modul; 

b) es existiert in G eine Menge von maximalen Untermoduln, die als 


Durchschnitt das Element 0 haben, und G erfiillt die Minimalbedingung fiir 
zyklische Untermoduln; : 


c) G ist durch minimale Untermoduln erzeugt; 


d) die Ordnung jedes Elementes (==0) in G ist der Durchschnitt von 
endlich vielen maximalen Linksidealen des Ringes Ra; 


10 Die Aquivalenz der Bedingungen a), c), e) war bereits friiher bekannt. (Siehe 
ZB [3}) 
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e) jeder Untermodul von G ist ein direkter Summand in G; 
f) jeder Untermodul von G ist ein Servanzuntermodul in G; 


g) jedes maximale, unabhingige System von Elementen des Moduls G 
ist eine Basis von G. 


BEWEIS. 
Aus a) folgt b). Nehmen wir an, daf der R-Modul G die direkte Sum- 
me der einfachen R-Moduln 4A, ist: 


G=»>'A,. 
vEA 


Dann ist der Modul M, = > A, offenbar ein maximaler Untermodul von G, 


yeu : 
und der Durchschnitt samtlicher solcher maximaler Untermoduln M, (u € 4) 
ist 0. Auch ist jedes Element g==0 von G in einer direkten Summe endlich 
vieler einfacher R-Moduln enthalten, welche offenbar der Minimalbedingung 
fiir Untermoduln geniigt, so dai in G die Minimalbedingung fiir zyklische 
Untermoduln erfiillt ist. 
Aus b) folgt c). Es sei der Durchschnitt der maximalen Untermoduln 
M, (4€ A) des Moduls G gleich 0, und es sei in G die Minimalbedingung 
fiir zyklische Untermoduln erfiillt. Wir zeigen, da jedes Element g von G 
in einer direkten Summe endlich vieler minimaler Untermoduln enthalten ist, 
woraus c) offenbar folgt. Unserer Voraussetzung gemafi enthalt der zyklische 
Modul {g} jedenfalls einen minimalen Untermodul H,. Dann gibt es ein 
M,, mit HinM,,—0, d. h. die direkte Summe H+ Mh, existiert und ist 
gleich dem Modul G. Auf Grund dieser direkten Zerlegung sei g=/,-+m,. 
Dann ist {g}—{h,}-+{m,}. Falls {m,} bereits ein minimaler Untermodul ist, 
dann sind wir mit dem Beweise fertig. Im entgegengesetzten Fall enthalt {7} 
einen minimalen Untermodul H,, und durch ein ahnliches Verfahren wie vorher, 
gewinnen wir {g}={h,}+ {Ao}-+ {mo}, wo {hy} und {ff minimale Untermo- 
duln sind. Dieses Verfahren fiihrt in endlich vielen Schritten zu einem mini- 
‘malen Untermodul {m;}, da 


($f D {mM} D {Mj D-* 


eine streng abnehmende Kette von zyklischen Untermoduln ist. 

Aus c) folgt d). Es sei G durch die minimalen Untermoduln A, erzeugt. 
Ist g=E0 ein Element von G und gilt g¢€{A,,,...,A,,}, so kénnen wir 
voraussetzen, dah 


(12) {Ary -- 2» Ao, | =A +--+ Ap, 
ist, und da® die der Zerlegung (12) entsprechende Darstellung von g die 
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Gestalt . 
£ == Oy 224 Oy, (0.52 ay.6 Ay 5 baal ee 
hat. Da nun O(a,,)—=L; ein maximales Linksideal in Ra) ist, und g genau 
durch diejenigen Elemente, (7,2) ¢€ Ra) annulliert wird, welche simtliche 
Komponenten a,, annullieren, so hat man offenbar 
(13) O(g)=1,n---NnLy=D 
und das ist eben, was wir, nachweisen wollten. 
Aus d):folgt e). Nehmen wir an, daf die Ordnung jedes Elementes 
g-+0 von G die Gestalt (13) hat, wo L,,...,£, maximale Linksideale in 
Ray sind. Wir zeigen, da} jeder Untermodul H von G ein direkter Summand 
von G ist. Es sei K ein maximaler unter denjenigen Untermoduln von G, 
die mit H den Durchschnitt O haben. (Die Existenz eines solchen Untermo- 
duls K wird durch das Zornsche Lemma gesichert.) Wir behaupten, dah 


(14) G=H-+K. 
Offenbar ist es geniigend, fiir ein beliebiges g € G 
(15) £eB+---+B, 


nachzuweisen, wo B,,..., 8, minimale Untermoduln von G sind. Wegen 
der Maximalitat des Untermoduls Kk ist namlich B;n(H+Kk)--0, also 
Bn(H+K)=B8B, (j=1,...,k), und somit B,+---+B,c H+ k. Demnach 
folgt aus (15) tatsachlich (14). 

Um einen Nachweis von (15) zu erbringen, setzen wir jetzt voraus, 
dafi man in der Darstellung (13) der Ordnung des Elementes g kein L; weg- 
lassen darf. Dann gibt es Elemente (a,,,),..., (ux, 4) in Ra) mit 

(dui, Lye Ln NLiinLiin--+n Le, 
RCE a (i==1, ..., Bh). 
Mit Riicksicht auf die Maximalitét der Linksideale ZL; und auf (16) kann 
man der Reihe nach solche Elemente 
(v, 7) € Ly, (ve, Me) € Le, ..., (ve, Mx) € Ly 
bestimmen, fiir welche die Beziehungen 


(0, 1)=(%, m) + (&, m) (uy, 4), 
(v,, 1) == (v2, M) + (22, Ny) (Ue, br), 
(17) (v2, My) = (vs, Ms) + (Zs, M3) (Us, bs), 


(16) 


(0% 1,1) = (vx, my) 5 (2 , Ni) (u;, yl) 
mit (2, 2i)€ Ray gelten. Aus diesen Relationen folgt 


(0, 1)= (2,, ny) (u,, L)+ tesla (2x, [,) (ux, lk) + (vr, Mx), 
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und daher 
£= (4m) (MH, hgt---+ (Zc, Nx) (Ux, Lx) &, 

da auf Grund von (17) und (16) (ex, m.)€D=O(g), also (v7, mi) g—0 
ist. Wenn wir noch zeigen kénnen, daf die Moduln {(z,, 1) (u;, li) g} 
(i= 1,...,k) in G minimal sind, so wird der Beweis von (15) und folglich 
auch der von (14) vollstandig sein. 

Daf} {(2;, 2) (ui, 1;)g} ein minimaler R-Modul ist, folgt aus der leicht 
beweisbaren Beziehung . 


(18) O((z:, ni) (ui, Li) g) = L; (i= Vee enck) 
und daraus, daf L; ein maximales Linksideal in Ra) ist. Da nun (x, t) < 
€O(z, 2) (ui, l)g) der Relation (x,t) (z, 2) (ui, 4) € O(g) =D Aquivalent 
ist, miissen wir zum Beweise von (18) zeigen, dah (x, t)(z;, n)) (u;:,l;) € D 
dann und nur dann besteht, falls (x, f) € L; ist. 

Nehmen wir an, daf fiir (x,t) € Ra) die Relation (x, t)(z;, n;) (uj, l;) € D 
gilt. Dann ist (x, t)(z, 2) (u;,1;)€ Li. Indem wir jede der Gleichungen (17) 
von links mit (x,?) multiplizieren, erhalten wir aus der i-ten Gleichung 
(x, t)(vi-1, m;-1)€ L;. Nach oben weiterfahrend, erhalten wir aus unseren 
Gleichungen der Reihe nach 


(x, Uy (@s-0, Mize) C1i,.2.; (%, DE Li. 
Umegekehrt sei (x, f)€ L;. In diesem Falle erhalten wir aus unseren Gleichun- 
gen (diesmal von oben nach unten fortschreitend) auf Grund von (16) der 
Reihe nach die Relationen 


(x, £) (v1; 171) € Li, (x, £) (ve, ime) € Li, ..., (x, OD) (vi-1, mi-1) € Li, 
und so aus der i-ten Gleichung (unter Beriticksichtigung von (wv, mj) € Li) 
(X; 0) Wen, isi) —_ X,.1) (0, 175) = (%, 2) :, (Gs, &) e Li. 

Dies bedeutet aber, zusammen mit (16), gerade (x, f)(z;, 2;) (ui, 1) € D, womit 
wir unsere letztere Behauptung bewiesen haben. 

Aus e) folgt f). Dies ist offenbar, da jeder direkte Summand von G 
ein Servanzuntermodul in GC ist. 

Aus f) folgt g). Es sei S=(...,1,..-,)sea ein maximales unabhangi- 
ges Elementensystem in G. Wir setzen H— > {bi} und zeigen, dai G—H 


ist. Nehmen wir an, daf es entgegen unserer Behauptung ein Element g € G 
mit g¢H gilt. Die Nebenklasse g-+H als ein Element des Faktormoduls 
G/H, hat als Ordnung irgendein Linksideal des Ringes Ray. Dann gibt es 
wegen des Satzes 1 in der Nebenklasse g + H ein Element 2 =go+h (ACH) 
von derselben Ordnung L. Fiir dieses g’ gilt im Falle (r,n)€L wegen 
(r,n) g€H und (7, n)h €H die Relation (7,2) g’=(7, nyg+(r,n)h&H. Darum 
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ist {o’} 7 HO und, da S ein maximales unabhangiges System ist, gilt not- 
wendigerweise g’ —0, d. h. g=—A. Wegen g€H und A¢H bedeutet dies 
aber einen Widerspruch. Dieser Widerspruch beweist die Gleichheit H = G, 
und somit den Basischarakter des Elementensystems S. 

Aus g) folgt a). Wir. beweisen: wenn jedes maximale unabhangige 
Elementensystem von G eine Basis ist, so ist G eine direkte Summe ein- 
facher R-Moduln. Den Kern des Beweises bildet der Nachweis, dai jeder 
zyklische Untermodul eines Moduls der Eigenschaft g) einen minimalen 
Untermodul enthalt. Setzen wir namlich voraus, da wir dies schon bewiesen 
haben. Dann gibt es nach dem Zornschen Lemma in G ein maximales Sys- 
tem solcher unabhangiger Elemente, die je einen minimalen Untermodul 
erzeugen. So ein System S im Modul G ist gewifi maximal unabhangig, da 
der zyklische Untermodul eines jeden Elementes von G einen minimalen 
Untermodul enthalt, und jedes Element dieses Untermoduls vom System S 
abhangig ist. S ist also eine Basis, womit unsere Behauptung nachgewiesen. 
ist= 

Um zu beweisen, dafi jeder zyklische Untermodul eines Moduls G der 
Eigenschaft g) einen minimalen Untermodul enthalt, zeigen wir vor allem, 
dafi auch jeder Untermodul von G die Eigenschaft g) hat. Es sei H ein 
Untermodul von G und V=(...,a,,...) eim maximales unabhangiges Ele- 
mentensystem in H. Durch Hinzunahme von Elementen ..., du,... erganzen 
wir dieses System zu einem maximalen unabhangigen Elementensystem W 
von G. Nach unserer Voraussetzung ist W eine Basis von G, d. h. es ist 


(19) C= & {ar} + {bu} A 


Demnach gilt offenbar H— > {a,}, dain der (19) entsprechenden Zerlegung 


irgendeines Elementes 4 von H wegen der Sea a des unabhangigen 
Elementensystems V die Komponente aus a > {6} gleich Null sein muf. 


Es sei nunmehr g ein beliebiges Blement des R-Moduls G der Eigen- 
schaft g). Dann hat auch der zyklische Modul {g}—K die Eigenschaft g). 
Ist A selbst noch nicht minimal, dann hat er einen von O verschiedenen 
echten Untermodul k;. Es sei O--9,€ K, und S, irgendein, g, enthaltendes 
maximales unabhangiges System in kK. S, besteht aus mindestens zwei Ele- 
menten, da S, eine Basis von K, und K, ein echter Untermodul von K’ ist. 
Ist auch der Modul {g,} nicht minimal, dann hat er einen von O  verschie- 
denen echten Untermodul ky. Es sei O=- g, € K,. Da g. und die von g, ver- 


‘! Hier miissen wir noch die offenbare Tatsache bemerken, da® ein minimaler Unter- 
modul eines R-Moduls ein einfacher R-Modul ist. 
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Schiedenen Elemente von S, ein unabhaingiges System bilden, kann man die- 
ses System zu einem mindestens drei Elemente enthaltenden, maximalen 
unabhangigen System S, des Moduls K erganzen. Indem wir nun dieses 
Verfahren im Untermodul {g,! fortsetzen, miissen wir in endlich vielen Schrit- 
ten zu einem minimalen Untermodul gelangen. Anderenfalls wiirde namlich 
der Modul & ein unendliches maximales unabhangiges Elementensystem, und 
folglich, kraft der Eigenschaft g) eine unendliche Basis besitzen. Das ist 
aber unmdglich, da g nicht die direkte Summe unendlich vieler Moduln 
erzeugen kann. ’ 

Damit haben wir den Beweis des Satzes 5 beendet. 

Wir erwadhnen, dafi aus der Bedingung c) bzw. aus e) sich als eine 
unmittelbare Folge die wichtige Eigenschaft der vollstandig reduziblen Moduln 
ergibt, dafi jedes homomorphe Bild bzw. jeder Untermodul eines solchen Mo- 
duls ebenfalls vollstindig reduzibel ist. 

Jetzt machen wir noch eine Bemerkung tiber den Endomorphismenring ” 
eines vollstandig reduziblen Moduls. Wir beweisen folgendes: 

Das Jacobsonsche Radikal des Endomorphismenringes E eines vollstdn- 
dig reduziblen R-Moduls G ist gleich 0. 

Es sei 

G =>) {Qy}, 
wo sdmtliche. Elemente a, einfache R-Moduln erzeugen. Wir betrachten die 
Endomorphismen des Moduls G als rechtsseitige Operatoren und bezeichnen 
sie mit griechischen Buchstaben: @,0,.... Es bedeute M(a,) die Menge 
aller solchen Endomorphismen von G, die das Element a, in O tiberfiihren; 
M(a,) ist offenbar ein Rechtsideal von E. Da E ein Ring mit Einselement 
ist, und das Jacobsonsche Radikal eines solchen Ringes gleich dem Durch- 
schnitt aller maximalen Rechtsideale ist [4], geniigt es zu zeigen, dafi M(a,) 
ein maximales Rechisideal in E ist. In diesem Falle ist naémlich (\M(a,)—=0 


und demnach ist der Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale um so mehr 
gleich 0. 

Um nachzuweisen, dafi M(a,) ein maximales Rechtsideal in E£ ist, 
werden wir zeigen, dafi fiir o¢ M(a,) das Einselement 1 des Ringes & in 
dem durch M(a,) und 0 erzeugten Rechtsideal enthalten ist. Wegen a, 9 =-0 
induziert die Abbildung a,—a,o eine isomorphe Abbildung des Moduls 
fa,} auf den Modul {a,0}. Es sei 0” die Inverse dieser Abbildung, welche 


12 Unter einem Endomorphismus des Moduls G verstehen wir irgendeine operator- 
homomorphe Abbildung von G in sich selbst. Fiir den Begriff des Endomorphismenringes. 


Saez (Ol: 
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demnach den Modul {a,e} solcherart auf {a,} abbildet, dab a,e—a, gilt. 
Dann kann man aber, da {a,o} als direkter Summand in G enthalten ist, 
o* zu einem solchen Endomorphismus o von G erweitern, fiir welchen 
(a,0)o—a, gilt. So ist a,(eo—1)=0, e6—1€ M(a,), so da 1 tatsachlich 
ein Element des durch M(a,) und @ erzeugten Rechtsideals ist.” 


§ 7. Das duale Problem 


Bei der Untersuchung einer beliebigen Klasse von Operatormoduln 
kann man die duale Frage stellen, ob es Ringe R gibt, fiir welche jeder R-Modul 
in die betreffende Klasse von Moduln fallt, und welche Ringe diese Eigen- 
schaft besitzen. Wir haben in §§ 5 und 6 die Klasse der vollstandig reduzib- 
len Moduln untersucht, und jetzt betrachten wir die duale Frage beziiglich 
dieser Klasse von Moduln. Da jede Abelsche Gruppe jeden Ring als trivialen 
Operatorbereich zulaBt, gibt es keinen Ring R, fiir welchen samtliche R-Moduln 
vollstandig reduzibel waren. Dementsprechend suchen wir diejenigen Ringe 
R zu bestimmen, fiir die jeder R-Modul eine direkte Summe eines trivialen 
Untermoduls und eines vollsténdig reduziblen R-Moduls ist. Wir zeigen, daf 
die den vollstandig reduziblen Moduln auf diese Weise zugeordnete Klasse 
von Ringen genau die Klasse der (im klassischen Sinne) halbeinfachen 
Ringe ist. 

Unter einem halbeinfachen Ring verstehen wir einen Ring, der keine 
von Null verschiedenen nilpotenten Linksideale besitzt, und fiir Linksideale 
der Minimalbedingung geniigt. Nach dem wohlbekannten Wedderburn — Artin- 
schen Struktursatz ist ein solcher Ring der direkten Summe endlich vieler 
Ringe isomorph, deren jeder dem Ringe saémtlicher linearen Transformationen 
eines endlich dimensionalen Vektorraumes iiber einem Schiefkérper isomorph 
ist. (Siehe z. B. [13] und [12].) Eine Charakterisierung der halbeinfachen 
Ringe wird durch den folgenden Satz gegeben [2]: Ein Ring ist dann und | 
nur dann halbeinfach, wenn jedes seiner Linksideale ein rechtsseitiges Einsele- 
ment besitzt. Im weiteren werden wir in unseren Beweisen nur diese letztere | 
Charakterisierung der halbeinfachen Ringe verwenden. 

Auch als Operatorbereiche sind die halbeinfachen Ringe durch bemer- 
kenswerte Eigenschaften ausgezeichnet. Ein diesbeziigliches Resultat stellt 


Im obigen haben wir nur eine einzige Eigenschaft des Endomorphismenringes 
der vollstandig reduziblen Moduln nachgewiesen, Tatsachlich 148t ein solcher Ring auch 
eine konkrete Darstellung als direkte Summe von Matrixringen iiber Schiefkérpern leicht 
zu. Das anzuwendende Verfahren gleicht demjenigen, das in [13] fiir den Fall des Endo- 
morphismenringes von Moduln, welche direkte Summen von endlich vielen einfachen 
Moduln sind, herangezogen wird. 
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_ der folgende Satz von O. GOLDMAN dar [3]: Ein Ring R ist dann und nur 

dann halbeinfach, falls sich jeder R-Modul als direkte Summe_ seines maxi- 

matlen trivialen Untermoduls und eines vollstdndig reduziblen R-Moduls dar- 

stellen lat. Wir werden Kriterien von ahnlicher Beschaffenheit beweisen, wobei 

wir auch fiir den Satz von GOLDMAN einen einfachen Beweis gewinnen werden. 
Vor allem beweisen wir zwei Lemmas: 


LEMMA 1. Ein beliebiger Ring R ist halbeinfach, falls fiir jedes Links- 
ideal L von R und fiir ein beliebiges Element g eines beliebigen R-Moduls 
G der Untermodul Lg ein Servanzuntermodul in G ist.“ 


Bewels. Nehmen wir an, dafi fiir den Ring R die Bedingung des Lem- 
mas erfiillt ist, und es sei LZ ein beliebiges Linksideal in R. Betrachten wir 
jetzt Ra) als linksseitigen R-Modul, so besteht der Untermodul H = L-(0,1) 
aus sdmtlichen Elementen (/,0) (J€ ZL) und ist nach unserer Voraussetzung 
ein Servanzuntermodul in RG). Betrachten wir jetzt das Gleichungssystem 
(20) (60) % == 0) eb) 
tiber H. Dies hat das Element (0,1) € RG, zur Lésung, und so gibt es auch 
ein Element (e, 0) € H, fiir welches (20) erfiillt ist. Daraus folgt, da fiir 
eé€L und fiir jedes /€L die Relation /e —T/ besteht, d. h. e ein rechtsseiti- 
ges Einselement in Z ist, und somit R tatsachlich halbeinfach ist. 


LEMMA 2. /st R ein halbeinfacher Ring, dann ist jeder unitdre R-Modul 
vollstindig reduzibel. 


BEwEIs. Eg sei R ein halbeinfacher Ring und G ein beliebiger unitarer 
R-Modul. Wir zeigen, dai jeder Untermodul H von G ein direkter Summand 
‘von G ist, und somit G auf Grund des Satzes 5 vollstandig reduzibel ist. Es sei 
K ein, beziiglich der Eigenschaft Hn K=O maximaler Untermodul von G. 
Wir zeigen, daBh jedes Element g von G in der direkten Summe H + K ent- 
halten ist. Die Gesamtheit der Elemente r € R mit rg €¢ H+ K bildet ein Links- 
ideal Q von R. Es sei e eine Rechtseinheit in Q. Dann haben der durch 
‘das Element g—eg erzeugte zyklische Untermodul R(g—eg) und H+ K als 
gemeinsames Element nur die 0, da fiir r€ Q die Gleichung r(g—eg)—0 
und fiir r¢ Q die Relation r(g—eg)€H+K gilt. So haben wir wegen der 
K auferlegten Maximalitat Q—, und da G ein unitérer R-Modul ist, folgt 
daraus 1.g—g¢€ H+K, w. z. dD. w. 

Nunmehr beweisen wir den folgenden Satz, der auf Grund von Satz 5 
den bereits erwahnten Satz von O. GOLDMAN enthalt: 


14 Man kann die Behauptung des Lemmas auch umkehren: jeder halbeinfache Ring 
R geniigt der im Lemma angegebenen Bedingung. Da wir von dieser Tatsache keinen 
Gebrauch machen werden, gehen wir auf seinen Beweis nicht naher ein. 
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Satz 6. Ein beliebiger Ring R ist dann und nur dann halbeinfach, . 
falls fiir jeden R-Modul G eine direkte Zerlegung G—G,+G, gilt, wo G, 
ein trivialer. Untermodul des Moduls G. ist, und G, irgendwelcher der Bedin- 
gungen a)—g) des Satzes 5 geniigt. 


Bewels. Nehmen wir zuerst an, dai der Ring R die Eigenschaft hat, 
daf& ein beliebiger R-Modul G von der Gestalt G—G,+ G, ist, wo G, einen 
trivialen R-Modul bedeutet, und G, der Bedingung f) des Satzes 5 geniigt.” 
Es ist geniigend zu zeigen, dafi fiir ein beliebiges Linksideal L von R und 
fiir jedes Element g¢ G, der Modul Lg ein Servanzuntermodul in G ist, da 
in diesem Falle die Halbeinfachheit des Ringes R durch Lemma 1 gesichert 
wird. Es habe g auf Grund der obigen direkten Zerlegung die Darstellung 


£=—Lot L1 (Zo € Gy). 
Dann ist Lg —Lg,+Lg,—Lg, CG, und somit ist wegen f) Lg ein Servanz- 
untermodul in G,, und da G, ein direkter Summand von G ist, ist Lg auch 
ein Servanzuntermodul in G. 

Ist anderseits R ein halbeinfacher Ring, dann ist jeder R-Modul nach 
der Peirceschen Zerlegung die direkte Summe seines maximalen_ trivialen 
Untermoduls und eines unitaren AR-Moduls, und hier ist der unitére direkte 
Summand nach Lemma 2 vollstandig reduzibel. 

Der soeben bewiesene Satz zeigt, dai der Begriff des halbeinfachen 
Ringes eine ganz natiirliche und sehr wichtige Verallgemeinerung des Schief- 
kérperbegriffes darstellt, welche tiber viele wichtige Eigenschaften des Schief- 
kérpers verfiigt. Die Bedingungen a)—g) bringen namlich die wichtigsten 
Eigenschaften eines Vektorraumes tiber einem Schiefkérper zum Ausdruck, 
und tiber diese Eigenschaften verfiigt jeder unitare Modul mit einem halbein- 
fachen Ring als Operatorbereich. Mit den Eigenschaften der halbeinfachen 
Ringe als Operatorbereiche hangt auch die Tatsache zusammen, daf sich 
die klassische Theorie der linearen Gleichungssysteme von Schiefkérpern 
auf halbeinfache Ringe iibertagen la{t [8]. Vielleicht ist diese Tatsache geeig- 


net, ein neues Licht auf die innige Verwandtschaft zwischen Schiefkérpern 
und halbeinfachen Ringen zu werfen. 


© Da nach Satz 5 die Bedingungen a) — g) dquivalent sind, geniigt es, eine einzige, 
beliebig gewadhlte Bedingung ins Auge zu fassen. 


BEITRAGE ZUR THEORIE DER OPERATORMODULN 255 


§ 8. Ringtheoretische Kennzeichnungen der halbeinfachen Ringe 


Als Anwendung der Satze 5 und 6 beweisen wir den folgenden Satz, 
der fiir die Theorie der Ringe von Interesse ist: 


SATZ 7. Ein Ring R ist dann und nur dann halbeinfach, falls er 

(1) ein rechtsseitiges Einselement besitzt und 

(II) irgendwelcher der folgenden Bedingungen geniigt: 

a’) R ist die direkte Summe minimaler Linksideale,; 

b’) es gibt in R endlich viele maximale Linksideale, die den Durch- 
schnitt O haben; 

c’) R fallt mit seinem Sockel zusammen, d. h. R ist gleich der Ver- 
einigung seiner minimalen Linksideale ; 

e’) zu jedem Linksideal L von R gibt es in R ein Linksideal K, so dap 
R+=L-+K gilt; 

f’) jedes Linksideal von R ist ein Servanzlinksideal in R;™ 

g’) jedes maximale unabhdngige Elementensystem von R* iiber R ist 
eine Basis von R* (iiber R). . 


BeEwels. Vor allem bemerken wir, da sich die Aquivalenz der Bedin- 
gungen a’) — g’) unter der Voraussetzung (I) aus Satz 5 ergibt, indem wir 
G=kR>* setzen, sowie daraus, dafi aus der Bedingung b’) auf Grund des 
Jordan—H6lder—Schreierschen Satzes die Minimalbedingung fiir Link sideale 
folgt. 

Es sei R ein Ring mit rechtsseitigem Einselement, und es sei fiir die- 
sen Ring die Bedingung f’) erfiillt. Ist 2 ein beliebiges Linksideal in R, dann 
ist das Gleichungssystem /x—/ (/€ L) in R losbar. So gibt es auf Grund 
von f’) ein Element e€ L, fiir welches /e—/ bei beliebigem /¢€L gilt, d. h. 
e ist ein rechtsseitiges Einselement von LZ. Damit haben wir bewiesen, daf 
R ein halbeinfacher Ring ist. 

Umgekehrt sei R ein halbeinfacher Ring. Dann enthalt jedes Linksideal 
von R ein rechtsseitiges Einselement. Demnach hat auch RF selbst eine Rechts- 
einheit e. Betrachten wir jetzt das aus sdmtlichen Elementen der Form 
r—er (r € R) bestehende Linksideal L. In diesem Ideal kann wegen s(r—er) = 
—=sr—sr—O nur die Null das rechtsseitige Einselement sein, d.h. L—O, 
und somit ist e ein zweiseitiges Einselement. So auf Grund des Satzes 6 und 


16 Aus der Bedingung (1) folgt, da es nur endlich viele direkte Summanden gibt. 
17 Wir nennen ein Linksideal eines Ringes R ein Servanzlinksideal in R, falls es als 
Untermodul von R* ein Servanzuntermodul in R* ist. 
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unserer obigen Bemerkung beziiglich der Aquivalenz der Bedingungen a’) — 9’) 
sind die Bedingungen a’)—g’) alle erfiillt. 
Beziiglich der Bedingung d) des Satzes 5 beweisen wir den folgenden 


Satz 8. Die folgenden beiden Bedingungen sind dquivalent: 

«) R ist ein halbeinfacher Ring; 

8) R ist ein Ring mit Einselement und der linkssettige Annihilator 
eines jeden (=-0) Elementes von R ist der Durchschnitt von endlich vielen 
maximalen Linksidealen des Ringes R. 


Bewels. Zuerst sei «) erfiillt. Dann enthalt R, wie wir im Beweise des 
Satzes 7. gezeigt haben, ein zweiseitiges Einselement. 
Weiterhin ist auf Grund des Satzes 7 


(21) R=A,+-+-+As, 


wo die A; ({—1,...,k) minimale Linksideale in R sind. Jedes Element r 
von R wird offenbar genau durch diejenigen Elemente annulliert, welche 
s4mtliche, der Zerlegung (21) entsprechende Komponenten des _betreffenden 
Elementes annullieren. Da nun aber diese Komponenten Elemente eines mini- 
malen Linksideals des Ringes R sind, und der Annihilator solcher (==0) 
Elemente wegen des Vorhandenseins eines Einselementes irgendein maxima- 
les Linksideal von R ist, haben wir gezeigt, dafi der linksseitige Annihilator 
des Elementes r==O der Durchschnitt von endlich vielen maximalen Links- 
idealen von R ist. Fiir den Ring R ist also die Bedingung 3) erfiillt. 

Umgekehrt sei jetzt °) fiir den Ring R richtig. Da der Annihilator des. 
Einselementes von R die O ist, besitzt R endlich viele maximale Linksideale,. 
die den Durchschnitt O haben. Dann kénnen wir, auf dhnliche Weise wie 
wir beim Beweise der Behauptung ,aus d) folgt e)“ des Satzes 5 bewiesen 
hatten, das Einselement von R als die Summe solcher Elemente darstellen,. 
die in R minimale Linksideale erzeugen. Folglich ist auch R selbst die 
Summe minimaler Linksideale. Die Bedingungen (I) und c’) von Satz 7 sind’ 
also erfiillt, und folglich ist R ein halbeinfacher Ring. Damit haben wir den 
Beweis von Satz 8 beendet. 

Es ist eine offene Frage, ob Satz 8 seine Giiltigkeit behalt, falls in 
der Bedingung ?) ,,Einselement“ durch  ,,rechtsseitiges Einselement“ ersetzt 
wird. 


(Eingegangen am 14. Marz 1957.) 
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UBER DIE ANORDNUNG VON RINGEN 


Von 
G. GRATZER und E. T. SCHMIDT (Budapest) 
(Vorgelegt von L. Répe1) 


Es sei R ein beliebiger angeordneter Ring ohne Nullteiler und / ein 
Ideal von R. Offenbar induziert die Anordnung von R eine Anordnung in J. 
Nun stellt sich die Frage, ob die Umkehrung dieser Behauptung gilt, d. h. 
ob jeder Ring R ohne Nullteiler und mit einem angeordneten Ideal J (== 0) 
stets angeordnet werden kann, und wenn ja, auf wieviele Weisen sich die 
Anordnung von / auf R fortsetzen abt. 


Satz. Es sei R ein Ring ohne Nullteiler und I ein von Null verschie- 
denes Ideal in R. Last I eine Anordnung zu, so kann R auf eine und nur 
eine Weise so angeordnet werden, dap die Anordnung von I erhalten bleibt. 


BeEweEis. Nehmen wir an, dafi / eine Anordnung mit dem Positivitats- 
bereich P zulaBt. Wir definieren eine Teilmenge Q von R folgendermafen: 
x €R gehort dann und nur dann zu Q, wennes ein @ € P mit xa € P gibt. 
Wir zeigen, da{i Q ein P enthaltender Positivitatsbereich in FR ist. 

1. Gilt ex € P fiir ein @€ P und x€R, so gilt x@€P, und folglich 
auch @x€P fiir jedes 6€ P. Da P keine Nullteiler enthalt, ist x6 von Null 
verschieden. Ware —xf€P, so wiirde —a@xf€ P gelten, aber aus ex € P 
ergibt sich @xf¢€P; der Widerspruch bestatigt die Behauptung. Es folgt, 
daB x €Q genau dann, falls fiir alle @€ P, x@ und ex zu P gehoren. 

2. Fiir jedes Element x€R gilt genau eine der Beziehungen: x—0O, 
x€Q, —x€Q. Ist nimlich x=—O, so gilt x€Q, weil fir jedes @€P, 
xa=O€P. Sei x--0, dann gilt fiir jedes @€P entweder «x € P oder 
—ax€P, somit gehdrt entweder x oder —x zu Q. 

_ 3. Q ist Halbmodul. Gilt namlich x €Q, y€ Q, deshalb ex€ P, eyEP 
fiir jedes @€ P, so besteht auch «(x+y)—=ex+eyeEP, woraus x+yEQ 
folgt. 

4. Q ist eine multiplikative Halbgruppe. Aus x€Q, y€Q folgt @exeP 
fiir jedes @ € P, ferner auch (ex) y€P, deshalb e(xy)€P, also xy€Q. 


1 Nach einer brieflichen Mitteilung von Prof. L. Réper hat er einen Teil dieses Sat- 
zes bewiesen. 
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Da ersichtlich PC Q, ist Q in der Tat ein Positivitatsbereich in R, der 
eine solche Anordnung von R definiert, die die Anordnung von / fortsetzt. 

Um die Eindeutigkeit einzusehen, nehmen wir an, dafi in R noch ein 
Positivitatsbereich Q, existiert, der P enthalt. Aus x € Q, folgt offenbar ex € P 
fiir jedes e€ POQ, also — nach der Definition von Q — gehért x zu Q. 
Umgekehrt sei x€Q; ware —x€Q,, so wiirde wegen des Bewiesenen 
—x€Q folgen, was unmdglich ist, also x € Q,. Folglich Q—Q, und somit 
ist der Beweis des Satzes beendet. 


FOLGERUNG. Ein Ring ohne Nullteiler ldpt sich genau dann anordnen, 
wenn seine engste, Einselement besitzende Ringerweiterung ohne Nullteiler 
eine Anordnung zulapt.” Die Anordnungen der beiden Ringe kénnen eindeutig 
einander zugeordnet werden. 


Zum SchluB sei bemerkt, dafi unser Satz im kommutativen Fall nichts 
neues behauptet, da jedes Ideal eines Integritatsbereiches R denselben Quo- 
tientenkérper wie R besitzt und die Anordnung eines Integritétsbereiches auf 
genau eine Weise zu einer Anordnung des Quotientenkérpers fortgesetzt 
werden kann. 


(Eingegangen am 18. Marz 1957.) 


2 J. Szenprei, On the extension of rings without divisors of zero, Acta Sci. Math. 
Szeged, 13 (1950), S. 231—234. 
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